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Ïåðåäìîâà

Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê, â îñíîâíîìó, ïðèçíà÷åíèé äëÿ ñòóäåíòiâ
ïåðøîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé ïåäàãîãi÷íèõ óíiâåð-
ñèòåòiâ òà iíñòèòóòiâ ÿê ñòàöiîíàðíî¨, òàê i çàî÷íî¨ ôîðì íàâ÷àííÿ.
Ðàçîì iç òèì âií ìîæå áóòè êîðèñíèé â÷èòåëÿì ìàòåìàòèêè i ó÷íÿì,
ÿêi öiêàâëÿòüñÿ ìàòåìàòèêîþ.

Ãîëîâíîþ ìåòîþ àâòîðiâ ïîñiáíèêà ¹ òåîðåòè÷íå îá ðóíòóâàííÿ
îñíîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü òà ôàêòiâ, ùî çóñòði÷àþòüñÿ ÿê ó
øêiëüíié ìàòåìàòèöi, òàê i â îñíîâíèõ âóçiâñüêèõ ìàòåìàòè÷íèõ
êóðñàõ.

Äî êîæíî¨ ç òåì ïîñiáíèêà ïîäà¹òüñÿ äåòàëüíèé âèêëàä òåîðå-
òè÷íîãî ìàòåðiàëó, ÿêèé ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ïðèêëàäàìè òà iëþñòðà-
öiÿìè.

Äëÿ êðàùîãî ñïðèéíÿòòÿ ìàòåðiàëó éîãî ïîäiëåíî íà ñìèñëîâi
áëîêè (ïóíêòè), ÿêi íóìåðóþòüñÿ öèôðàìè, òà ìiæ ÿêèìè ïðîïó-
ñêà¹òüñÿ ðÿäîê. Ôðàãìåíòè òåêñòó, íà ÿêi àâòîðè õî÷óòü çðîáèòè
îñîáëèâèé íàãîëîñ, âèäiëåíîæèðíèì øðèôòîì. Êóðñèâîì âèäiëå-
íî îñíîâíi îçíà÷åííÿ, òåîðåìè, âëàñòèâîñòi òèõ ÷è iíøèõ îá'¹êòiâ.

Àáçàö âèäiëÿ¹ ëîãi÷íî çàâåðøåíó ÷àñòèíó ïåâíîãî ìàòåðiàëó â
ñìèñëîâîìó áëîöi.

Íàïðèêiíöi êîæíî¨ òåìè ïîäàþòüñÿ çàïèòàííÿ òà âïðàâè ðiçíî¨
ñêëàäíîñòi, ïðîñòiøi ç íèõ äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ÿê çàâäàí-
íÿ äëÿ ñàìîñòiéíèõ ðîáiò. Äî êîæíîãî ç ïðîñòèõ çàïèòàíü ìîæíà
çíàéòè âiäïîâiäü ó òåîðåòè÷íèé ÷àñòèíi âiäïîâiäíî¨ òåìè. Íà íàøó
äóìêó, îïàíóâàííÿ ìàòåðiàëîì äàíîãî ïîñiáíèêà äàñòü ìîæëèâiñòü
ñòóäåíòàì ñâiäîìî çàñâî¨òè âiäïîâiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë òà
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çàñòîñóâàòè éîãî ïðàêòè÷íî.
Ïîñiáíèê ó äåÿêié ìiði ñïðèÿòèìå âïðîâàäæåííþ êðåäèòíî-

ìîäóëüíî¨ ñèñòåìè íàâ÷àííÿ. Íà âèâ÷åííÿ ìàòåðiàëó âiäâîäèòüñÿ
4 êðåäèòè ïî 36 ãîäèí, òîáòî 144 ãîäèíè, ïîëîâèíà ç ÿêèõ âiäâî-
äèòüñÿ íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó ñòóäåíòà. Âåñü íàâ÷àëüíèé ìàòåðiàë
ðîçáèòî íà 2 çìiñòîâèõ ìîäóëi, ÿêi âîäíî÷àñ i ¹ ìîäóëÿìè êîíòðîëþ.
Âàðiàíò ðîçáèòòÿ îäíîãî ç ìîäóëiâ ïîäàíî â òàáëèöi íèæ÷å.

Âèäè äiÿëüíîñòi (êîíòðîëþ) Áàëè, ÿêi ìîæíà íàáðàòè çà
êîæíèé iç âèäiâ äiÿëüíîñòi

1 Ãîòîâíiñòü äî ëåêöiéíèõ
çàíÿòü

9

2 Ðîáîòà áiëÿ äîøêè íà
ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ

9

3 Âèêîíàííÿ äîìàøíiõ
çàâäàíü

9

4 Ñàìîñòiéíà òà iíäèâiäó-
àëüíà ðîáîòè

23

5 Êîëîêâióì 25
6 Êîíòðîëüíà ðîáîòà 25

Ðàçîì 100

Ïåðøèé ìîäóëü ¾Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè i òåîði¨ áiíàð-
íèõ âiäíîøåíü¿ âêëþ÷à¹: àëãåáðó âèñëîâëåíü òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ,
àëãåáðó ìíîæèí, ëîãiêó ïðåäèêàòiâ, âiäîìîñòi ïðî áiíàðíi âiäíîøå-
ííÿ. Äðóãèé ìîäóëü ¾Îñíîâíi àëãåáðè òà ÷èñëîâi ñèñòåìè¿ âêëþ-
÷à¹: ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð: ïiâãðóïè, êâàçiãðóïè, ãðóïè,
êiëüöÿ, ïîëÿ; òàêîæ ðîçãëÿäàþòüñÿ ÷èñëîâi ñèñòåìè: íàòóðàëüíèõ,
öiëèõ, ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ, êîìïëåêñíèõ ÷èñåë; ðîçãëÿíóòî íàé-
ïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî áóëüîâi àëãåáðè.

Àâòîðè ùèðî âäÿ÷íi ðåöåíçåíòàì çà ðÿä öiííèõ çàóâàæåíü ùîäî
çìiñòó ïîñiáíèêà, âðàõóâàííÿ ÿêèõ ïîëiïøèëî éîãî ñòðóêòóðó.
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Ñïèñîê óìîâíèõ

ïîçíà÷åíü

... � âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi íàöiëî;
(a, b) � ÍÑÄ ÷èñåë a i b;
[a, b] � ÍÑÊ ÷èñåë a i b;
∧ � êîíþíêöiÿ, ëîãi÷íå

”
i“;

∨ � äèç'þíêöiÿ, ëîãi÷íå
”
àáî“;

t � ðîçäiëüíà äèç'þíêöiÿ;
T � iñòèííå âèñëîâëåííÿ, iñòèíà;
F � õèáíå âèñëîâëåííÿ, õèáà;
→ � iìïëiêàöiÿ, ëîãi÷íå

”
ÿêùî, òî“;

⇒ � ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ, ëîãi÷íå
”
ÿêùî, òî“;

≡ � ðiâíîñèëüíiñòü;
↔ � åêâiâàëåíöiÿ;
⇔ � ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü, ëîãi÷íå

”
òîäi i òiëüêè òîäi“;

∀ � êâàíòîð çàãàëüíîñòi;
∃ � êâàíòîð iñíóâàííÿ;
∩ � ïåðåòèí ìíîæèí;
∪ � îá'¹äíàííÿ ìíîæèí;
\ � ìíîæèííèé ìiíóñ;
− � çíàê ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi ìíîæèí;
⊂ � âiäíîøåííÿ íåñòðîãîãî âêëþ÷åííÿ;
∅ � ïîðîæíÿ ìíîæèíà;
U � óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà;
A � äîïîâíåííÿ ìíîæèíè A äî ïåâíî¨ óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè;
∈ � âiäíîøåííÿ íàëåæíîñòi;
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/∈ � âiäíîøåííÿ çàïåðå÷åííÿ íàëåæíîñòi;
Mn � ìíîæèíà âñiõ ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäó äî åëåìåíòà n

âêëþ÷íî;
N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;
N0 � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç íóëåì;
Mn � ìíîæèíà ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäó äî åëåìåíòà n âêëþ-

÷íî;
Nn � ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ n-îê íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (N2 �

ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð íàòóðàëüíèõ ÷èñåë);
N � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ íàòóðàëüíi ÷èñëà;
∗, ?, ◦ � çíà÷êè äëÿ ïîçíà÷åííÿ áiíàðíèõ îïåðàöié;
Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë;
Z− � ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë;
Z � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ öiëi ÷èñëà;
Q � ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
Q+ � ìíîæèíà äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
Q− � ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
Q � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ðàöiîíàëüíi ÷èñëà;
R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;
R+ � ìíîæèíà äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë;
R− � ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë;
R � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ äiéñíi ÷èñëà;
C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;
C � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ êîìïëåêñíi ÷èñëà;

f : A
â(íà)−→ B � âiäîáðàæåííÿ f ìíîæèíè A â(íà) ìíîæèíó B;

ϕ(a) � îáðàç åëåìåíòà a ïðè âiäîáðàæåííi ϕ : A −→ B;
A×B � äåêàðòiâ äîáóòîê;
ρ � áiíàðíå âiäíîøåííÿ;
pr1ρ � ïðîåêöiÿ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A × B íà ïåðøó

ìíîæèíó A äåêàðòîâîãî äîáóòêó;
ρ〈a〉 � çðiç áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ïî åëåìåíòó a;
Re(z) � äiéñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà;
Im(z) � êîåôiöi¹íò óÿâíî¨ ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
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Ðîçäië 1

Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íî¨

ëîãiêè

1 Åëåìåíòè àëãåáðè âèñëîâëåíü

1. Àëãåáðà âèñëîâëåíü ÿê åëåìåíòàðíà ÷àñòèíà ìàòåìàòè÷íî¨
ëîãiêè.

2. Ïîíÿòòÿ ïðî âèñëîâëåííÿ òà ¨õ ðiâíîñèëüíiñòü.
3. Ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè.
4. Ëîãi÷íi ôîðìóëè; ¨õ ðiâíîñèëüíiñòü òà ñïðîùåííÿ; âèäè ôîð-

ìóë; òàáëèöi iñòèííîñòi ôîðìóë.
5. Âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié.
6. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
7. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

1.1 Àëãåáðà âèñëîâëåíü ÿê åëåìåíòàðíà ÷àñòèíà

ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè

1. Ïðè ïîâñÿêäåííîìó ñïiëêóâàííi, â çâ'ÿçêó ç íåîäíîçíà÷íiñòþ
òëóìà÷åííÿ òà ðîçóìiííÿ ìîâè, ìîæóòü âèíèêàòè òðóäíîùi ÿê â
ïðîöåñi ìiðêóâàíü, òàê i ïðè îòðèìàííi ïåâíèõ âèñíîâêiâ íà îñíîâi
öèõ ìiðêóâàíü.
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Íàóêà, â ÿêié âèâ÷àþòüñÿ çàêîíè òà ôîðìè ìèñëåííÿ (ìiðêó-
âàíü), íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíîþ ëîãiêîþ. Îñíîâîïîëîæíèêîì i
òâîðöåì öi¹¨ íàóêè ââàæà¹òüñÿ äàâíüîãðåöüêèé ôiëîñîô Àðiñòîòåëü
(384 � 322 ðîêè äî Íîâî¨ åðè), ÿêèé âïåðøå ðîçðîáèâ òåîðiþ ëîãi-
÷íîãî âèâîäó, òåîðiþ äåäóêöi¨.

Ìàë. 1.1. Àðiñòîòåëü (384 � 322 ðîêè äî Íîâî¨ åðè)

Ôîðìàëüíà ëîãiêà âèâ÷à¹ ôîðìè ìiðêóâàíü, íåçàëåæíi âiä ¨õ
êîíêðåòíîãî çìiñòó, òà âñòàíîâëþ¹ âiäïîâiäíi çàêîíè.

2. Çíà÷íèé ïðîãðåñ âiäáóâñÿ ó ôîðìàëüíié ëîãiöi â çâ'ÿçêó ç iäå-
ÿìè çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ, ìàòåìàòè÷íî¨ ñèìâîëiêè,
àëãåáðà¨÷íîãî ïiäõîäó äî ëîãiêè. Âïåðøå òàêi iäå¨ âæå âèñëîâëþâàâ
íiìåöüêèé ìàòåìàòèê Ãîòôðiä Âiëüãåëüì Ëåéáíiö (1646 � 1716 ðî-
êè), ÿêèé ââàæàâ, ùî ëîãiêà ìà¹ ñòàòè ¾ìèñòåöòâîì àëãåáðà¨÷íîãî
÷èñëåííÿ¿, äîïîìàãàòè ðîçâ'ÿçóâàòè ñóïåðå÷êè â÷åíèõ ñïîêiéíèì
÷èñëåííÿì, à ïîìèëêó â ìiðêóâàííÿõ âèÿâëÿòè ÿê îá÷èñëþâàëüíó
ïîìèëêó.

Çäiéñíþâàòèñÿ iäå¨ Ëåéáíiöà ïî÷àëè â ñåðåäèíi äåâ'ÿòíàäöÿ-
òîãî ñòîëiòòÿ â ïðàöÿõ àíãëiéñüêîãî ìàòåìàòèêà Äæîðäæà Áóëÿ
(1815 � 1864 ðîêè) òà øîòëàíäñüêîãî ìàòåìàòèêà Îãàñòåñà äå Ìîð-
ãàíà (1806 � 1878 ðîêè), â ðåçóëüòàòi ÷îãî ëîãiêà îôîðìèëàñÿ ÿê
ñâî¹ðiäíà àëãåáðà � àëãåáðà ëîãiêè.

Ïîäàëüøå âïðîâàäæåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ñèìâîëiêè òà ìåòîäiâ ìà-
òåìàòèêè ñïðèÿëî ïåðåòâîðåííþ ôîðìàëüíî¨ ëîãiêè â ñèìâîëüíó
ëîãiêó, ÿêó ùå íàçèâàþòü ìàòåìàòè÷íîþ ëîãiêîþ.
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Ìàë. 1.2. Ãîòôðiä Âiëüãåëüì Ëåéáíiö (1646 � 1716 ðîêè)

Çíà÷íèé âêëàä ó ðîçâèòîê ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè âíåñëè öiëèé ðÿä
ìàòåìàòèêiâ. Ñåðåä íèõ òàêi, ÿê: Ã. Ôðåãå, Äæ. Ïåàíî, Á. Ðàññåë,
À. Óàéòõåä, À. Òþðiíã, À. Òàðñüêèé, ß. Ëóêàñåâè÷, Ä. Ãiëüáåðò,
Ê. Ãüîäåëü, Ñ. Êëiíi, Å. Ïîñò, À. ×üîð÷, Ï.Ñ. Íîâiêîâ, À.À. Ìàðêîâ,
À.Ì. Êîëìîãîðîâ, Ì.À. Øàíií, À.I. Ìàëüöåâ òà áàãàòî iíøèõ.

Âiäìiòèìî, ùî ç ñó÷àñíî¨ òî÷êè çîðó íà ìàòåìàòè÷íó ëîãiêó ìî-
æíà äèâèòèñü äâîÿêî: ç îäíîãî áîêó � öå ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ, ÿêó
ìîæíà íàçâàòè ìàòåìàòèêîþ ëîãiêè, à ç iíøîãî áîêó ¨¨ ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê ëîãiêó ìàòåìàòèêè, îñêiëüêè â íié ÷iòêî ðîçðî-
áëåíà òî÷íà ëîãi÷íà ìîâà ìàòåìàòèêè. Ïî ñóòi ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà
âèíèêëà â ðåçóëüòàòi âçà¹ìíîãî ïðîíèêíåííÿ ëîãiêè â ìàòåìàòèêó
i ìàòåìàòèêè â ëîãiêó.

3. Ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà âiäiãðàëà íàäçâè÷àéíî âàæëèâó ðîëü ó
ñòðóíêié ïîáóäîâi îñíîâ ìàòåìàòèêè, ó ðîçðîáöi ñó÷àñíîãî àêñiî-
ìàòè÷íîãî ìåòîäó, â ïîäîëàííi òèõ ïðîòèði÷, ùî âèíèêàëè ó ñàìié
ìàòåìàòèöi, â ðîçðîáöi òåîði¨ ìàòåìàòè÷íîãî äîâåäåííÿ. Àëå öå íå
¹äèíà âàæëèâà çàñëóãà ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè.

Ñëiä âiäìiòèòè, ùî â äàíèé ÷àñ ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà çíàéøëà
ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ â ñàìèõ ðiçíîìàíiòíèõ ñôåðàõ ëþäñüêî¨
äiÿëüíîñòi. Áåç íå¨ íåìîæëèâî îáiéòèñü íi ìàòåìàòèêó, íi ôiëîñî-
ôó, íi þðèñòó, íi ïñèõîëîãó, íi ïåäàãîãó, íi ìåäèêó, íi åêîíîìiñòó.
Ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà çíàéøëà ðiçíîìàíiòíi çàñòîñóâàííÿ â òåõíiöi,
ñòàëà òåîðåòè÷íîþ áàçîþ iíôîðìàòèêè, êiáåðíåòèêè, òåîði¨ àâòîìà-
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òiâ, ðîçðîáêè ÅÎÌ òîùî.

4. Ïðè äîâåäåííi ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü ìè, ÿê ïðàâèëî, âè-
êîðèñòîâó¹ìî ïðàâèëüíi ôîðìè ìiðêóâàíü. Öi ôîðìè ìiðêóâàíü
ÿêðàç i ¹ çàêîíàìè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Îäíå iç îñíîâíèõ çàâäàíü
ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè ïðè çàñòîñóâàííÿõ äî ìàòåìàòèêè ÿêðàç i ¹
âèäiëåííÿ òàêèõ îñíîâíèõ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ
äëÿ äîâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ òåîðåì.

Ïîäiáíî äî òîãî, ÿê àðèôìåòèêà ¹ ïî÷àòêîâîþ íàéïðîñòiøîþ
ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ àëãåáðè i âñi¹¨ ìàòåìàòèêè, íàéïðîñòiøîþ åëå-
ìåíòàðíîþ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè ¹ ëîãiêà âèñëîâëåíü,
ÿêó ùå íàçèâàþòü àëãåáðîþ âèñëîâëåíü. Îñíîâíèìè îá'¹êòàìè
äîñëiäæåííÿ â íié ¹ òàêi òâåðäæåííÿ (ðå÷åííÿ), ÿêi íàçèâàþòüñÿ
âèñëîâëåííÿìè, òà îïåðàöi¨ íàä íèìè. Ç îäíîãî áîêó âîíà äiéñíî
¹ åëåìåíòàpíîþ ÷àñòèíîþ ëîãiêè, à ç äðóãîãî áîêó öå ¹ i àëãåáðà â
ñèëó òèõ ìåòîäiâ, àëãåáðà¨÷íèõ ïðèéîìiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â
íié.

1.2 Ïîíÿòòÿ ïðî âèñëîâëåííÿ òà ¨õ ðiâíîñèëü�

íiñòü

1. ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, îñíîâíèìè îá'¹êòàìè âèâ÷åííÿ â ìàòå-
ìàòè÷íié ëîãiöi i, â ïåðøó ÷åðãó, â ¨¨ ñêëàäîâié åëåìåíòàðíié ÷àñòèíi
� àëãåáði âèñëîâëåíü � ¹ âèñëîâëåííÿ òà îïåðàöi¨ íàä íèìè.

Ùî æ ðîçóìiþòü ïiä âèñëîâëåííÿìè òà îïåðàöiÿìè íàä íèìè?
Ïîíÿòòÿ âèñëîâëåííÿ â ëîãiöi âèñëîâëåíü, ÿê ïðàâèëî, ââà�

æà¹òüñÿ ïåðâiñíèì, íåîçíà÷óâàíèì (ïðèãàäàéìî: ç àíàëîãi-
÷íîþ ñèòóàöi¹þ ìè çóñòði÷àëèñÿ â ãåîìåòði¨, êîëè ïîíÿòòÿ, íàïðè-
êëàä, òî÷êè, ïðÿìî¨ òåæ íå îçíà÷óþòüñÿ i ¹ ïåðâiñíèìè). Îïèøåìî
öå ïîíÿòòÿ òàêèì ÷èíîì.

Ïiä âèñëîâëåííÿì (àáî, ãîâîðÿòü, òâåðäæåííÿì, ñóäæå�
ííÿì) áóäåìî ðîçóìiòè òàêå ðîçïîâiäíå ðå÷åííÿ, ùî âèðà�
æà¹ ïåâíó äóìêó i ÿêå ââàæà¹òüñÿ iñòèííèì àáî æ õèáíèì
â äàíèõ äîñëiäæåííÿõ; ïðè öüîìó êîæíå ç âèñëîâëåíü îáî�
â'ÿçêîâî àáî iñòèííå, àáî æ õèáíå â öèõ äîñëiäæåííÿõ i íå
ìîæå áóòè îäíî÷àñíî ÿê iñòèííèì, òàê i õèáíèì.

Áåçïåðå÷íî, ùî ïèòàëüíi òà îêëè÷íi ðå÷åííÿ íå ¹ âèñëîâëåííÿ-
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ìè. Çàçíà÷èìî, ùî i íå áóäü-ÿêå ðîçïîâiäíå ðå÷åííÿ ¹ âèñëîâëåíÿì.
Íàïðèêëàä, ðå÷åííÿ, ÿêi áëèçüêi ïî ñòðóêòóði äî ðå÷åíü íàêàçî-
âî¨ ôîðìè, òåæ íå âàðòî âiäíîñèòè äî âèñëîâëåíü (âçÿòè õî÷à áè
ðå÷åííÿ òàêîãî çìiñòó, ÿê ¾Âàñÿ, áóäü ëàñêà, çàïèøè äîìàøí¹ çàâ-
äàííÿ¿).

Êîëè áóäü-ÿêå ðîçïîâiäíå ðå÷åííÿ ïðè äàíîìó äîñëiäæåííi âiä-
íîñÿòü äî âèñëîâëåííÿ, òî ïðè éîãî ðîçãëÿäi àáñòðàãóþòüñÿ âiä âíó-
òðiøíüîãî éîãî çìiñòó, íå çâåðòàþòü óâàãó, íàñêiëüêè âîíî ìèëî-
çâó÷íå, ÿêà êiëüêiñòü ó íüîìó ñëiâ, ãîëîñíèõ ÷è ïðèãîëîñíèõ áóêâ
òîùî. �äèíå, ùî ïðî íüîãî ìà¹ìî çíàòè â äàíîìó äîñëiäæåííi, �
öå òå, ÷è âîíî ¹ iñòèííèì, ÷è âîíî ¹ õèáíèì, i íàâiòü íå öiêàâèòèñÿ
òèì, à ÿê æå âñòàíîâëåíî, ùî âîíî iñòèííå, ÷è õèáíå.

2. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ïðèêëàäè:

1. Ïåòðåíêî ïðîæèâà¹ â Æìåðèíöi.

2. 2 < 6.

3. 4ABC � ïðÿìîêóòíèé.

4. 5 · 4 = 9.

5. Ñíiã � áiëèé.

6. Áiëèé ñíiã.

7. Ñüîãîäíi � ñåðåäà.

8. Iâàí ïiøîâ ó ëiñ.

9. Òðèêóòíèê � öå ÷àñòèíà ïëîùèíè, ÿêà îáìåæåíà çàìêíåíîþ
ëàìàíîþ ëiíi¹þ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âiäðiçêiâ.

10. ×îìó íà äåðåâi ëèñòÿ çåëåíi?

11. x+ y = 9.

12. Iäiòü çâiäñè ãåòü!

13. 3 + 4 6 5.

14. 5− 4 + x.
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Î÷åâèäíî, ùî ðå÷åííÿ 1) � 5), 7), 8), 13) ¹ âèñëîâëåííÿìè. Ïðè
öüîìó iñòèííiñòü òàêèõ âèñëîâëåíü, ÿê 1), 3), 5), 7), 8) çàëåæèòü
âiä äîäàòêîâèõ óìîâ; âèñëîâëåííÿ 4), 13) � õèáíi. Ïðèêëàä 6) íå ¹
ðå÷åííÿì (íåìà¹ ïðèñóäêà); ïðèêëàä 14) ¹ àëãåáðà¨÷íèì âèðàçîì;
ïðèêëàä 9) � öå îçíà÷åííÿ, à òîìó, íå ¹ âèñëîâëåííÿì; ïðèêëà-
äè 10), 12) íå ¹ ðîçïîâiäíèìè ðå÷åííÿìè: 10) � ïèòàëüíå ðå÷åííÿ,
12) � îêëè÷íå ðå÷åííÿ íàêàçîâî¨ ôîðìè; ïðèêëàä 11) òåæ íå ¹ âè-
ñëîâëåííÿì, îñêiëüêè ìiñòèòü çìiííi x, y, àëå ìîæå ïåðåòâîðèòèñÿ
ó âèñëîâëåííÿ, ÿêùî çàìiñòü x, y âçÿòè, íàïðèêëàä, çíà÷åííÿ 2 i
âiäïîâiäíî 3.

3. Âèñëîâëåííÿ ÷àñòî áóäåìî ïîçíà÷àòè ìàëèìè ëàòèíñüêèìè
áóêâàìè a, b, c, .... Íàïðèêëàä, áóäåìî âæèâàòè ðiâíîñòi âèäó ¾a =
= 5 < 3¿, ¾b = 4 � ïàðíå ÷èñëî¿, äå çâè÷àéíèé ìàòåìàòè÷íèé ñèì-
âîë ¾=¿ ðiâíîñòi âêàçó¹ íà çàìiíó âèñëîâëåííÿ, ùî çíàõîäèòüñÿ â
ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi, íà âiäïîâiäíå ïîçíà÷åííÿ éîãî ëàòèíñüêîþ
áóêâîþ, ÿêà ìiñòèòüñÿ â ëiâié ÷àñòèíi.

Îñêiëüêè âèñëîâëåííÿ òðàêòó¹òüñÿ ÿê ðîçïîâiäíå ðå÷åííÿ, ÿêå
îáîâ'ÿçêîâî àáî iñòèííå, àáî æ õèáíå, òî ïiä çíà÷åííÿì âèñëîâëåííÿ
ðîçóìiòèìåìî éîãî iñòèííîñíå çíà÷åííÿ � iñòèíà (àíãëiéñüêîþ
ìîâîþ true) àáî æ õèáà (àíãëiéñüêîþ ìîâîþ false). Íàäàëi äëÿ çðó-
÷íîñòi ïîçíà÷àòèìåìî iñòèíó ñèìâîëîì 1, à õèáó ñèìâîëîì 0; iíîäi
¨õ ïîçíà÷àþòü ùå é áóêâàìè T àáî æ F âiäïîâiäíî.

Çàïèñè p(a), p(b), p(c), ... âæèâàòèìåìî ÿê ëîãi÷íi, òîáòî iñòèííî-
ñíi, çíà÷åííÿ âèñëîâëåíü a, b, c, .... Òîìó çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

p(a)
df
=

{
0, ÿêùî a � õèáíå âèñëîâëåííÿ;

1, ÿêùî a � iñòèííå âèñëîâëåííÿ,

äå çàïèñ df íàä çíàêîì ¾=¿ ¹ ñêîðî÷åííÿì âiä ñëîâà ¾de�nition¿,
ùî ïåðåêëàäà¹òüñÿ ç àíãëiéñüêî¨ ìîâè ÿê ¾îçíà÷åííÿ¿.

Ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî êîæíå ç âèñëîâëåíü ïðèéìà¹ òî÷íî îäíå
iç iñòèííîñíèõ çíà÷åíü 0 àáî æ 1, âñi âèñëîâëåííÿ ìîæíà ïîäiëèòè
íà äâà êëàñè � êëàñ iñòèííèõ âèñëîâëåíü i êëàñ õèáíèõ âèñëîâ-
ëåíü. Òi âèñëîâëåííÿ, ùî íàëåæàòü äî îäíîãî êëàñó, áóäåìî íàçè-
âàòè ðiâíîñèëüíèìè ìiæ ñîáîþ i ïîçíà÷àòèìåìî çâ'ÿçîê ¨õ ðiâ-
íîñèëüíîñòi ñèìâîëîì

”
≡“. Îòæå, ìà¹ìî òàêèé ñèìâîëi÷íèé çàïèñ:

a ≡ b
df⇔ p(a) = p(b), ÿêèé âêàçó¹ íà òå, ùî âèñëîâëåííÿ, ïîçíà÷åíi
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áóêâàìè a òà b, ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ, òîáòî ¨õ çíà÷åííÿ iñòèííî-

ñòi ðiâíi: p(a) = p(b). Òóò i íàäàëi ñèìâîëi÷íèé çàïèñ
df⇔ âæèâà-

òèìåòüñÿ äëÿ çàìiíè çà îçíà÷åííÿì îäíîãî ïîçíà÷åííÿ, â äàíîìó
âèïàäêó a ≡ b, íà iíøå; â äàíîìó âèïàäêó p(a) = p(b).

1.3 Ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè

1. Ïðè áiëüø äåòàëüíîìó ðîçãëÿäi âèñëîâëåíü ìîæíà ïîìiòèòè,
ùî äåÿêi ç íèõ çà ñâî¹þ êîíñòðóêöi¹þ (áóäîâîþ) ïðîñòiøi, à äå-
ÿêi ñêëàäíiøi, òîáòî óòâîðåíi ç êiëüêîõ áiëüø ïðîñòèõ çà áóäîâîþ
âèñëîâëåíü. Òi ç âèñëîâëåíü, ÿêi íåìîæëèâî ðîç÷ëåíèòè ïðè ¨õ äî-
ñëiäæåííi íà ïðîñòiøi âèñëîâëåííÿ, íàçèâàòèìåìî ïðîñòèìè àáî,
ãîâîðÿòü, åëåìåíòàðíèìè âèñëîâëåííÿìè, à òi, ùî ìîæíà ðîç-
÷ëåíèòè íà iíøi âèñëîâëåííÿ, íàçèâàòèìåìî ñêëàäíèìè (àáî iíîäi
ãîâîðÿòü, ñêëàäåíèìè).

2. Ðîçãëÿíåìî òàêi ïðèêëàäè:

1. a =¾ßêùî 12 äiëèòüñÿ íà 6, òî âîíî äiëèòüñÿ íà 2 i íà 3¿. Äàíå
âèñëîâëåííÿ a ñêëàäíå. Éîãî ìîæíà ðîçáèòè íà òàêi ïðîñòi
âèñëîâëåííÿ: b =¾12 äiëèòüñÿ íà 6¿; c =¾12 äiëèòüñÿ íà 2¿;
d =¾12 äiëèòüñÿ íà 3¿. Â ðåçóëüòàòi âèñëîâëåííÿ a â áiëüø
êîðîòêié ôîðìi ìîæíà âèðàçèòè òàê: a =¾ÿêùî b, òî c i d¿, äå
ñëîâà ¾ÿêùî òî¿, ¾i¿ íàçèâàþòü ëîãi÷íèìè çâ'ÿçêàìè.

2. a =¾Äîáóòîê äâîõ ÷èñåë k, l íóëüîâèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
õî÷à áè îäíå ç íèõ äîðiâíþ¹ íóëþ¿. Â áiëüø ñêîðî÷åíié ôîðìi,
ç ìàòåìàòè÷íîþ ñèìâîëiêîþ, öå âèñëîâëåííÿ ìîæíà ïîäàòè
òàê: a =¾k · l = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè k = 0 àáî l = 0¿,
ùî ëåãøå ñïðèéìà¹òüñÿ äëÿ ðîçóìiííÿ ñóòi äàíîãî ñêëàäíîãî
âèñëîâëåííÿ a. Ðîçäiëèìî âèñëîâëåííÿ a íà òàêi áiëüø ïðîñòi
âèñëîâëåííÿ, ÿê: b =¾k · l = 0¿; c =¾k = 0¿; d =¾l = 0¿.
Â ðåçóëüòàòi âèñëîâëåííÿ a ïðèéìå òàêèé âèãëÿä: ¾b òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè c àáî d¿, äå ñëîâà ¾òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè¿,
¾àáî“ � öå ëîãi÷íi çâ'ÿçêè.

3. a =
”
Äàíå äiéñíå ÷èñëî ¹ ðàöiîíàëüíèì àáî íå ðàöiîíàëüíèì“;

ÿêùî ïîçíà÷èìî ïðîñòå âèñëîâëåííÿ â öüîìó ïðèêëàäi òàê:
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b =
”
äàíå äiéñíå ÷èñëî ¹ ðàöiîíàëüíèì“, òî âèñëîâëåííÿ a

ïðèéìå òàêèé âèãëÿä a =
”
b àáî íå b“, äå

”
àáî“,

”
íå“ � öå

ëîãi÷íi çâ'ÿçêè.

3. Iç íàâåäåíèõ âèùå ïðèêëàäiâ áà÷èìî, ùî ñêëàäíi âèñëîâëå-
ííÿ äiñòà¹ìî ç ïðîñòèõ âèñëîâëåíü çà äîïîìîãîþ ñïîëó÷íèõ ñëiâ,
ÿêi íàçèâàþòü ëîãi÷íèìè çâ'ÿçêàìè � òàêèõ, ÿê:

”
i“,

”
àáî“,

”
íå“,

”
ÿêùî ..., òî“,

”
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè“ òîùî. Àëå â ïîâñÿêäåííié

çâè÷àéíié ìîâi òàêi ñïîëó÷íi ñëîâà íå çàâæäè ìàþòü îäèí i òîé æå
çìiñò. Òîìó íåîáõiäíî ââåñòè òàêi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íàä âèñëîâ�
ëåííÿìè ÿêi á ìîæíà áóëî òðàêòóâàòè îäíîçíà÷íî, òîáòî âêëàäàòè
â íèõ îäèí i òîé æå çìiñò. I òîäi áóäóòü ïiäñòàâè ãîâîðèòè ïðî àë-
ãåáðó âèñëîâëåíü. Ðàçîì ç òèì öüîãî íåäîñòàòíüî. Ñàìå îñíîâíå, ç
ÿêîþ ìåòîþ ââîäÿòü ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè, ïîëÿãà¹
â íàñòóïíîìó. ßêùî ìà¹ìî ïðîñòi, åëåìåíòàðíi âèñëîâëåííÿ, òî íå-
âàæêî ðîçiáðàòèñÿ â òîìó, ÿêi ç íèõ iñòèííi, à ÿêi õèáíi. À îò ïðè
äîñëiäæåííi ñêëàäíîãî âèñëîâëåííÿ, ÿêå óòâîðåíe ç êiëüêîõ ïðî-
ñòiøèõ âèñëîâëåíü, âæå âèíèêàþòü òðóäíîùi ïðè ç'ÿñóâàííi éîãî
iñòèííîñíîãî çíà÷åííÿ. I ñàìå âñòàíîâëåííÿ iñòèííîñíîãî çíà÷åííÿ
(à íå âíóòðiøíüîãî çìiñòó) âèñëîâëåííÿ â çàëåæíîñòi âiä iñòèííî-
ñíèõ çíà÷åíü éîãî êîìïîíåíò ÿêðàç íàñ i öiêàâèòèìå â ïåðøó ÷åðãó
â àëãåáði âèñëîâëåíü.

4. Äëÿ ââåäåííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëåííÿìè, ùî âiä-
ïîâiäàþòü âêàçàíèì âèùå ëîãi÷íèì çâ'ÿçêàì

”
i“,

”
àáî“,

”
ÿêùî ...,

òî“,
”
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè“,

”
íå“ (áiëüø äåòàëüíî

”
íåâiðíî, ùî“),

âæèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî òàêi ñèìâîëè ç âiäïîâiäíèìè íàçâàìè:

”
i“ âiäïîâiäà¹ êîí'þíêöiÿ ∧,

”
àáî“ âiäïîâiäà¹ äèç'þíêöiÿ ∨,

”
ÿêùî ..., òî“ âiäïîâiäà¹ iìïëiêàöiÿ →,

”
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè“âiäïîâiäà¹ åêâiâàëåíöiÿ ↔,

”
íåâiðíî, ùî“âiäïîâiäà¹ çàïåðå÷åííÿ, ÿêå ïîçíà÷àþòü ðèñêîþ
íàä ñèìâîëüíèì ïîçíà÷åííÿì âèñëîâëåííÿ, à iíîäi ñèìâîëîì e.

Ïåðøi ÷îòèðè îïåðàöi¨ íàçèâàþòüñÿ áiíàðíèìè (âèêîíóþòüñÿ íàä
äâîìà âèñëîâëåííÿìè), à çàïåðå÷åííÿ � óíàðíîþ îïåðàöi¹þ (âè-
êîíó¹òüñÿ íàä îäíèì âèñëîâëåííÿì).
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Ïðè ââåäåííi âêàçàíèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié ìè áåçïåðå÷íî ïîâèííi
äàòè ¨ì òàêi îçíà÷åííÿ, ùîá âîíè áóëè áëèçüêèìè ïî òîìó çìiñòó
ç âiäïîâiäíèìè ëîãi÷íèì çâ'ÿçêàìè, ÿêèé â íèõ âêëàäà¹òüñÿ ïðè
âæèâàííi öèõ çâ'ÿçîê ó çâè÷àéíié ìîâi.

5. Ïîäiáíî äî òîãî, ÿê â øêiëüíié ìàòåìàòèöi, â àëãåáði ââîäè-
òüñÿ, íàïðèêëàä, ÷èñëîâà çìiííà, â àëãåáði âèñëîâëåíü ìè ââîäèìî
âèñëîâëþâàëüíó çìiííó, çàìiñòü ÿêî¨ ìîæíà ïiäñòàâèòè äîâiëüíi
âèñëîâëåííÿ. Âèñëîâëþâàëüíi çìiííi, ÿê i âèñëîâëåííÿ, òåæ ïîçíà-
÷àòèìåìî ìàëèìè ëàòèíñüêèìè áóêâàìè a, b, c, .... �õ iñòèííîñíèìè
çíà÷åííÿìè p(a), p(b), p(c), ... àíàëîãi÷íî ìîæóòü áóòè àáî 0, àáî æ 1.

Âçÿâøè ïàðó (a; b) âèñëîâëåíü a, b i âiäïîâiäíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨
êîí'þíêöiÿ ∧, äèç'þíêöiÿ ∨, iìïëiêàöiÿ →, åêâiâàëåíöiÿ ↔, áóäåìî
ñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü öié ïàði (a; b) âiäïîâiäíî ñêëàäíi âèñëîâëå-
ííÿ:

a ∧ b (÷èòà¹òüñÿ
”
a i b“),

a ∨ b (÷èòà¹òüñÿ
”
a àáî b“),

a→ b (÷èòà¹òüñÿ
”
ÿêùî a, òî b“),

a↔ b (÷èòà¹òüñÿ
”
a òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè b“),

à äëÿ óíàðíî¨ îïåðàöi¨ çàïåðå÷åííÿ áóäåìî ñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü
âèñëîâëåííþ a âèñëîâëåííÿ a (÷èòà¹òüñÿ

”
íåâiðíî, ùî a“).

6. Ìàòåìàòè÷íó ëîãiêó, i àëãåáðó âèñëîâëåíü çîêðåìà, íå öi-
êàâèòü êîíêðåòíèé çìiñò âèñëîâëåíü, à ëèøå iñòèííîñíå çíà÷åííÿ
(0 ÷è 1), ÿêå ïðèéìà¹ ñêëàäåíå âèñëîâëåííÿ â çàëåæíîñòi âiä iñòèí-
íîñíèõ çíà÷åíü âèñëîâëåíü, ùî âõîäÿòü äî éîãî ñêëàäó. Òîìó äî-
öiëüíî iñòèííîñíi çíà÷åííÿ ñêëàäåíèõ âèñëîâëåíü, ÿêi óòâîðåíi çà
äîïîìîãîþ ïåðåëi÷åíèõ âèùå ëîãi÷íèõ îïåðàöié, çàäàòè ó âèãëÿäi
òàáëèöü, ÿêi íàçèâàþòü òàáëèöÿìè iñòèííîñòi öèõ îïåðàöié.

Ïåðø íiæ ñêëàäàòè òàêi òàáëèöi iñòèííîñòi äëÿ êîæíî¨ ç âêà-
çàíèõ îïåðàöié, ââåäåìî çàãàëüíîïðèéíÿòi ñëîâåñíi îçíà÷åííÿ äëÿ
êîæíî¨ ç íèõ.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Êîí'þíêöi¹þ äâîõ âèñëîâëåíü a i b íàçèâà¹�
òüñÿ òàêå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ a ∧ b, ÿêå iñòèííå â òîìó i ëèøå
â òîìó âèïàäêó, êîëè îáèäâà âèñëîâëåííÿ a, b iñòèííi.

Îçíà÷åííÿ 1.3.2. Äèç'þíêöi¹þ äâîõ âèñëîâëåíü a i b íàçèâà¹�
òüñÿ òàêå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ a ∨ b, ÿêå iñòèííå â òîìó i ëèøå
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â òîìó âèïàäêó, êîëè iñòèííå õî÷à á îäíå ç öèõ âèñëîâëåíü a, b.

Îçíà÷åííÿ 1.3.3. Iìïëiêàöi¹þ äâîõ âèñëîâëåíü a i b íàçèâà¹�
òüñÿ òàêå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ a→ b, ÿêå õèáíå â òîìó i ëèøå â
òîìó âèïàäêó, êîëè óìîâà a iñòèííà, à âèñíîâîê b õèáíèé.

Îçíà÷åííÿ 1.3.4. Åêâiâàëåíöi¹þ äâîõ âèñëîâëåíü a i b íàçèâà¹�
òüñÿ òàêå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ a↔ b, ÿêå iñòèííå â òîìó i ëèøå
â òîìó âèïàäêó, êîëè îáèäâà âèñëîâëåííÿ a, b õèáíi àáî æ îáèäâà
iñòèííi îäíî÷àñíî.

Îçíà÷åííÿ 1.3.5. Çàïåðå÷åííÿì âèñëîâëåííÿ a íàçèâà¹òüñÿ
òàêå âèñëîâëåííÿ a, ÿêå iñòèííå, ÿêùî a õèáíå, i õèáíå, ÿêùî a
iñòèííå.

Íåõàé a, b � çìiííi âèñëîâëåííÿ, iñòèííîñíi çíà÷åííÿ ÿêèõ ìî-
æóòü íåçàëåæíî áóòè 0 àáî 1. Òîäi òàáëèöÿ iñòèííîñòi äëÿ ââåäåíèõ
âèùå îïåðàöié ïðèéìå òàêèé âèãëÿä:

a b a ∧ b a ∨ b a→ b a↔ b a

0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0

Îñêiëüêè íà ìîâi iñòèííîñíèõ, òîáòî ëîãi÷íèõ, çíà÷åíü äëÿ ââåäå-
íèõ îïåðàöié âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi ïðè ïåðåõîäi äî âiäïî-
âiäíèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàä iñòèííîñíèìè çíà÷åííÿìè âèñëîâëþ-
âàëüíèõ çìiííèõ:

p(a ∧ b) = p(a) ∧ p(b),
p(a ∨ b) = p(a) ∨ p(b),
p(a→ b) = p(a)→ p(b),

p(a) = p(a),

òî òàáëèöÿ iñòèííîñòi, ïðèâåäåíà âèùå äëÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié,
ïðèéìå ñõîæèé, àíàëîãi÷íèé âèãëÿä äëÿ âiäïîâiäíèõ ëîãi÷íèõ îïå-
ðàöié íàä iñòèííîñíèìè çíà÷åííÿìè âèñëîâëþâàëüíèõ çìiííèõ, à
ñàìå:
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p(a) p(b) p(a ∧ b) p(a ∨ b) p(a→ b) p(a↔ b) p(a)

0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0

7. Çðîáèìî äåÿêi çàóâàæåííÿ âiäíîñíî ââåäåíèõ ëîãi÷íèõ îïå-
ðàöié òà ¨õ íàçâ.

Îïåðàöiþ êîí'þíêöiÿ iíîäi íàçèâàþòü ëîãi÷íèì ìíîæåííÿì,
à ñàì ðåçóëüòàò ïðè âèêîíàííi öi¹¨ îïåðàöi¨ � ëîãi÷íèì äîáóòêîì.
Îäíà iç ïðè÷èí òàêèõ íàçâ ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî â ñèëó îçíà÷åííÿ
êîí'þíêöi¨ iñòèííîñíi çíà÷åííÿ 0 i 1 äëÿ âèñëîâëåíü âåäóòü ñåáå ÿê
àðèôìåòè÷íi ÷èñëà 0 i 1, à ñàìå: 0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0; 1 · 1 = 1.
Ó çâ'ÿçêó ç öèì ÷àñòî ñèìâîë ∧ äëÿ êîí'þíêöi¨ äâîõ âèñëîâëåíü
ïðîïóñêàþòü.

Îïåðàöiþ äèç'þíêöiÿ iíîäi íàçèâàþòü ëîãi÷íèì äîäàâàííÿì,
à ñàì ðåçóëüòàò ïðè âèêîíàííi öi¹¨ îïåðàöi¨ � ëîãi÷íîþ ñóìîþ.
Ùå ðàç çàñòåðiãà¹ìî, ùî äèç'þíêöiÿ, ÿê ëîãi÷íà îïåðàöiÿ, âiäïîâiä-
à¹ ñïîëó÷íèêó àáî â íåðîçäiëüíîìó ñìèñëi, ÿêèé ÿêðàç i âiäïî-
âiäà¹ ââåäåíîìó îçíà÷åííþ äèç'þíêöi¨: 0 ∨ 0 = 0; 1 ∨ 0 = 0 ∨ 1 = 1 ∨
1 = 1.

Iíîäi ââîäèòüñÿ òàê çâàíà ðîçäiëüíà äèç'þíêöiÿ ÿê ëîãi÷íà
îïåðàöiÿ, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì t i âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ iñòèíîñíèõ çíà÷åíü 0 i 1 òàê: 0t 0 = 1t 1 = 0; 0t 1 = 1t 0 = 1,
òîáòî â ðåçóëüòàòi âèñëîâëåííÿ a t b ââàæà¹òüñÿ iñòèííèì â òîìó i
ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè iñòèííèìè ¹ òiëüêè îäíå ç âèñëîâëåíü
� a àáî æ b.

Ëîãi÷íó îïåðàöiþ iìïëiêàöiÿ ÷àñòî ùå íàçèâàþòü ëîãi÷íîþ iì�
ïëiêàöi¹þ, ÿêà, ÿê áóëî ðàíiøå âiäìi÷åíî, âiäïîâiäà¹ óìîâíîìó
òâåðäæåííþ âèäó

”
ÿêùî ..., òî“, ùî ìîæíà âèðàçèòè òàêîæ òâåð-

äæåííÿì âèäó
”
ç ... ñëiäó¹ (âèïëèâà¹)...“. Áåçïåðå÷íî, ùî ïðè âæè-

âàííi óìîâíîãî ðå÷åííÿ âèäó
”
ÿêùî a, òî b“ â ïîâñÿêäåííié ïîáóòî-

âié ìîâi ìè ìà¹ìî íà óâàçi, ùî iñíó¹ ïåâíèé ïðè÷èííèé ñìèñëîâèé
çâ'ÿçîê ìiæ óìîâîþ a òà âèñíîâêîì b. Ââåäåíå æ âèùå îçíà÷åí-
íÿ iìïëiêàöi¨ ÿê ëîãi÷íî¨ îïåðàöi¨ òàêîãî çâ'ÿçêó íå ïåðåäáà÷à¹. Â
íüîìó ëèøå çâ'ÿçóþòüñÿ ìiæ ñîáîþ iñòèííîñíi çíà÷åííÿ óìîâè a òà
âèñíîâêó b. À òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî ëîãi÷íà iìïëiêàöiÿ a→ b ¹
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áiëüø çàãàëüíèì âèñëîâëåííÿì â ïîðiâíÿííi ç óìîâíèì âèñëîâëå-
ííÿì, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïîáóòîâié ìîâi. Â ñèëó äàíîãî âèùå
îçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ iìïëiêàöi¨ ÷àñòî ãîâîðÿòü, ùî ç áðåõíi (õèáè)
ñëiäó¹ ùî çàâãîäíî � ÿê iñòèíà, òàê i áðåõíÿ, à ç iñòèíè ñëiäó¹ ëè-
øå iñòèíà, i íå ìîæå ç áðåõíi ñëiäóâàòè iñòèíà. Âiçüìåìî íàâiòü òàêi
äâà ïðîñòèõ ïðèêëàäè, ÿêi äî äåÿêî¨ ìiðè ïîÿñíþþòü íàâåäåíi âèùå
ìiðêóâàííÿ.

1. Òâåðäæåííÿ
”
ßêùî ÿ îòðèìàþ ñüîãîäíi ñòèïåíäiþ, òî ïiäó â

êiíî“ ñïðèéìà¹òüñÿ õèáíèì ëèøå â òàêîìó ç ÷îòèðüîõ ìîæëè-
âèõ âèïàäêiâ:

”
ÿ îòðèìàþ ñüîãîäíi ñòèïåíäiþ i ðàçîì ç òèì íå

ïiäó â êiíî“.

2. Âèñëîâëåííÿ
”
ßêùî íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü k = l, òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü k2 = l2, äå k, l ∈ Z“,
ëåãêî áà÷èòè, ¹ iñòèííèì âèñëîâëåííÿì íåçàëåæíî âiä òîãî,
÷è ðiâíiñòü k = l ¹ iñòèííîþ, ÷è íi; ¹äèíå, ùî íåìîæëèâî ç
÷îòèðüîõ âàðiàíòiâ � öå ùîá ðiâíiñòü k = l áóëà iñòèííîþ,
à ðiâíiñòü k2 = l2 áóëà õèáíîþ, ùî ïîâíiñòþ óçãîäæó¹òüñÿ ç
äàíèì ðàíiøå îçíà÷åííÿì iìïëiêàöi¨.

1.4 Ëîãi÷íi ôîðìóëè; ¨õ ðiâíîñèëüíiñòü òà ñïðî�

ùåííÿ; âèäè ôîðìóë; òàáëèöi iñòèííîñòi ôîð�

ìóë

1. ßê áóëî âiäìi÷åíî ðàíiøå, îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ â àëãåáði
âèñëîâëåíü ¹ âñòàíîâëåííÿ, ç'ÿñóâàííÿ òîãî, ÷è ¹ òå ÷è iíøå ñêëà-
äíå âèñëîâëåííÿ iñòèííèì ÷è õèáíèì â çàëåæíîñòi âiä iñòèííîñòi
÷è õèáíîñòi áiëüø ïðîñòèõ âèñëîâëåíü, ùî óòâîðþþòü öå ñêëàäíå
âèñëîâëåííÿ. Çàâäÿêè ââåäåííþ ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëåí-
íÿìè ìîæíà óòâîðþâàòè ÿê çàâãîäíî ñêëàäíi âèñëîâëåííÿ ç áiëüø
ïðîñòiøèõ, âèêîðèñòàâøè ñèìâîëè ëîãi÷íèõ îïåðàöié òà äóæêè äëÿ
âñòàíîâëåííÿ ïîðÿäêó öèõ îïåðàöié. Â ðåçóëüòàòi îòðèìóþòüñÿ çà-
ïèñè, ÿêi ïî ñâî¨é ñòðóêòóði íàãàäóþòü àëãåáðà¨÷íi âèðàçè çâè÷àé-
íî¨ øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè. Íàïðèêëàä, ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ ìà¹ âè-
ãëÿä

(((a ∨ c)→ b) ∨ d)↔ (e ∧ d),
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äå áóêâàìè a, b, c, d, e ïîçíà÷åíî çìiííi âèñëîâëåííÿ ÷è äåÿêi ñòàëi
âèñëîâëåííÿ àáî æ, ìîæëèâî, ¨õ iñòèííîñòíi çíà÷åííÿ 0 ÷è 1. Òàêî-
ãî âèäó âèðàçè i íàçèâàòèìåìî ëîãi÷íèìè ôîðìóëàìè àëãåáðè
âèñëîâëåíü.

Áiëüø òî÷íå îçíà÷åííÿ ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè ìîæíà ïîäàòè ó òàêî-
ìó âèãëÿäi:

Îçíà÷åííÿ 1.4.1. 1. Óñi çìiííi òà ñòàëi âèñëîâëåííÿ, â òî�
ìó ÷èñëi i ¨õ iñòèííîñíi çíà÷åííÿ T , F , ÿêi äîìîâèëèñÿ ïîçíà÷àòè
âiäïîâiäíî ÿê 1, 0, ¹ ëîãi÷íèìè ôîðìóëàìè (¨õ ùå íàçèâàþòü åëå�
ìåíòàðíèìè ëîãi÷íèìè ôîðìóëàìè).

2. ßêùî Φ1, Φ2 � ëîãi÷íi ôîðìóëè, òî (Φ1), (Φ1)∧ (Φ2), (Φ1)∨
∨ (Φ2), (Φ1)→ (Φ2), (Φ1)↔ (Φ2) � ëîãi÷íi ôîðìóëè.

3. Iíøèõ ëîãi÷íèõ ôîðìóë, êðiì ïåðåëi÷åíèõ â ïóíêòàõ 1, 2,
íåìà¹.

Òàêèì ÷èíîì, ëîãi÷íà ôîðìóëà � öå ïîñëiäîâíiñòü ñèìâîëiâ, ÿêà
óòâîðåíà ç åëåìåíòàðíèõ ôîðìóë, ÿêi ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ ñèìâîëà-
ìè ëîãi÷íèõ îïåðàöié òà êðóãëèìè äóæêàìè.

2. Ç ìåòîþ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi äóæîê òà ïîëåãøåííÿ ðîçãëÿäó
i äîñëiäæåííÿ ëîãi÷íèõ ôîðìóë äîìîâëÿþòüñÿ ïðî íàñòóïíèé ïî-
ðÿäîê âèêîíàííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié, ÿêi ïåðåëi÷ó¹ìî, ïî÷èíàþ÷è ç

”
íàéñòàðøî¨“ (òîáòî òi¹¨, ÿêà ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ íàéïåðøîþ):

çàïåðå÷åííÿ,
êîí'þíêöiÿ,
äèç'þíêöiÿ,
iìïëiêàöiÿ,
åêâiâàëåíöiÿ.

Äóæêè â ôîðìóëi ñëiä çàëèøàòè, ÿêùî ¨õ âiäêèäàííÿ ïîðóøó¹ ïî-
ðÿäîê âèêîíàííÿ îïåðàöié, àáî óñêëàäíþ¹ àíàëiç ñòðóêòóðè ôîðìó-
ëè. ßêùî ó ôîðìóëi çóñòði÷àþòüñÿ êiëüêà îäíàêîâèõ îïåðàöié, òî
¨õ âèêîíàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ïîñëiäîâíî çëiâà íàïðàâî. Íàïðèêëàä,
çàïèñ a → b → c îçíà÷à¹ (a → b) → c. Çàóâàæèìî: ÿêùî ó ôîðìó-
ëi çóñòði÷àþòüñÿ äóæêè, òî îïåðàöi¨ â ïåðøó ÷åðãó âèêîíóþòüñÿ â
äóæêàõ.

3. Çíàþ÷è îçíà÷åííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëåííÿìè òà
âiäïîâiäíi òàáëèöi iñòèííîñòi, ùî âiäïîâiäàþòü öèì îïåðàöiÿì, ìè
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ìîæåìî âñòàíîâèòè çíà÷åííÿ iñòèííîñòi äîâiëüíî¨ ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè
â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü iñòèííîñòi åëåìåíòàðíèõ âèñëîâëåíü, ÿêi
âõîäÿòü äî öi¹¨ ôîðìóëè.

Íàâåäåìî ïðèêëàä. Çíàéòè çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ôîðìóëè Φ =
= (a→ b ∧ c) ∨ b, ÿêùî p(a) = 1, p(b) = 0, p(c) = 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàâèâøè çàäàíi iñòèííîñíi çíà÷åííÿ âèñëîâ-
ëþâàëüíèõ çìiííèõ a, b, c ó ôîðìóëó Φ, îòðèìà¹ìî: p(Φ) = p((a →
→ b∧ c)∨ b) = (p(a)→ p(b)∧p(c))∨p(b) = (1→ 0∧1)∨0 = (1→ 0)∨
∨ 1 = 0 ∨ 1 = 1. Îòæå, p(Φ) = 1.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çíàéòè iñòèííîñíi çíà÷åííÿ öi¹¨ ôîðìóëè ïðè
iíøèõ ìîæëèâèõ iñòèííîñíèõ çíà÷åííÿõ åëåìåíòàðíèõ âèñëîâëåíü,
ùî âõîäÿòü ó ôîðìóëó.

Íàäàëi, âiäìiòèìî, ëîãi÷íi ôîðìóëè ïîçíà÷àòèìåìî âåëèêèìè
ãðåöüêèìè áóêâàìè (ç ìîæëèâèìè ïðè ïîòðåái iíäåêñàìè).

4. Äëÿ òîãî, ùîá âñòàíîâèòè iñòèííîñíi çíà÷åííÿ ëîãi÷íî¨ ôîð-
ìóëè ïðè áóäü-ÿêèõ ìîæëèâèõ iñòèííîñíèõ çíà÷åííÿõ âèñëîâëþ-
âàëüíèõ çìiííèõ, ÿêi âõîäÿòü ó äàíó ôîðìóëó, çðó÷íî ñêëàñòè âiä-
ïîâiäíó ¨é òàáëèöþ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ òàáëèöåþ iñòèííîñòi ôîð�
ìóëè. Òàêà òàáëèöÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç 2n ðÿäêiâ çàïîâíåííÿ iñòèííî-
ñíèìè çíà÷åííÿìè 0 i 1 äëÿ êîæíî¨ iç n ðiçíèõ âèñëîâëþâàëüíèõ
çìiííèõ, ÿêi âõîäÿòü ó ôîðìóëó (êiëüêiñòü 2n îòðèìó¹òüñÿ çà ðàõó-
íîê òîãî, ùî êîæíà iç ðiçíèõ n çìiííèõ ìîæå íåçàëåæíî ïðèéìàòè
îäíå iç äâîõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü � 0 àáî 1). Êiëüêiñòü ñòîâïöiâ öi¹¨
òàáëèöi ðiâíà êiëüêîñòi âñiõ ñèìâîëiâ ó ôîðìóëi, çà âèêëþ÷åííÿì
äóæîê. Ïîðÿäîê çàïîâíåííÿ ñòîâïöiâ òàáëèöi iñòèííîñíèìè çíà÷åí-
íÿìè 0 i 1 óçãîäæó¹òüñÿ ç ïîðÿäêîì âèêîíàííÿ îïåðàöié ó ôîðìóëi.
Ïåðøèìè ñòîâïöÿìè äëÿ çàïîâíåííÿ ¹ ñòîâïöi, ÿêi ìiñòÿòü âèñëîâ-
ëþâàëüíi çìiííi. Îñòàííié ñòîâïåöü çàïîâíåííÿ ÿêðàç i âêàçóâàòèìå
òi iñòèííîñíi çíà÷åííÿ, ÿêi ïðèéìàòèìå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ, âèðà-
æåíå âiäïîâiäíîþ ôîðìóëîþ, â çàëåæíîñòi âiä iñòèííîñíèõ çíà÷åíü
âèñëîâëþâàëüíèõ çìiííèõ, ùî âõîäÿòü äî íå¨. Â îñòàííüîìó ðÿäêó
òàáëèöi ïîçíà÷àþòü öèôðàìè ÷åðãîâiñòü çàïîâíåííÿ ñòîâïöiâ òà-
áëèöi.

Ïðèêëàä. Ñêëàñòè òàáëèöþ iñòèííîñòi ôîðìóëè Φ = (a → b ∧
∧ c) ∨ b.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî òàáëèöÿ iñòèííîñòi äàíî¨ ôîðìóëè
ìiñòèòèìå 23 = 8 ðÿäêiâ çàïîâíåííÿ íóëÿìè i îäèíèöÿìè, îñêiëüêè
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¹ òðè ðiçíèõ çìiííèõ � a, b, c, i 7 ñòîâïöiâ çàïîâíåííÿ. Â ðåçóëüòàòi
âèãëÿä öi¹¨ òàáëèöi áóäå òàêèì:

(a → b ∧ c) ∨ b

0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0
0 1 1 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0

1 3 1 2 1 4 2

5. Ðàíiøå íàìè áóëî ââåäåíî ïîíÿòòÿ ðiâíîñèëüíîñòi äëÿ âè-
ñëîâëåíü. Àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ i âàæëèâå áiëüø çàãàëüíå ïîíÿòòÿ
ðiâíîñèëüíîñòi ëîãi÷íèõ ôîðìóë, à ñàìå:

Îçíà÷åííÿ 1.4.2. Ëîãi÷íi ôîðìóëè Φ1 i Φ2 íàçèâàþòüñÿ ðiâ�
íîñèëüíèìè ìiæ ñîáîþ, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëi÷íî ó âèãëÿäi
Φ1 ≡ Φ2, ÿêùî ïðè äîâiëüíèõ iñòèííîñíèõ çíà÷åííÿõ âèñëîâëþ�
âàëüíèõ çìiííèõ, ÿêi âõîäÿòü ó öi ôîðìóëè, âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ
iñòèííîñòi öèõ ôîðìóë ñïiâïàäàþòü, òîáòî âîíè ïåðåòâîðþþ�
òüñÿ â ðiâíîñèëüíi âèñëîâëåííÿ.

Ñèìâîëi÷íî öå îçíà÷åííÿ ðiâíîñèëüíîñòi ëîãi÷íèõ ôîðìóë ìî�
æíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

Φ1 ≡ Φ2
df⇔ p(Φ1) = p(Φ2),

äå p(Φ) � iñòèííîñíå çíà÷åííÿ ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè Φ âiäíîñíî êîíêðå�
òíèõ iñòèííîñíèõ çíà÷åíü âèñëîâëþâàëüíèõ çìiííèõ, ùî âõîäÿòü
ó ôîðìóëó Φ.

6. Â ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ ÷àñòî ïîñòà¹ ïèòàííÿ: òi ÷è iíøi ôîð-
ìóëè ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ, ÷è íi? Îäíèì iç î÷åâèäíèõ øëÿõiâ
âñòàíîâëåííÿ âiäïîâiäi íà öå ïèòàííÿ ¹ ïîáóäîâà òàáëèöü iñòèííî-
ñòi äëÿ ôîðìóë, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ. ßêùî îñòàííi, ïî çàïîâíåííþ,
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ñòîâïöi â öèõ òàáëèöÿõ ïðè âiäïîâiäíèõ iñòèííîñíèõ çíà÷åííÿõ âè-
ñëîâëþâàëüíèõ çìiííèõ ñïiâïàäàþòü, òî òàêi ôîðìóëè ðiâíîñèëüíi;
â ïðîòèâíîìó âèïàäêó âîíè íå ðiâíîñèëüíi.

Ïðèêëàä. Ïåðåâiðèòè, ÷è ôîðìóëà Ψ = b → a ∨ c ðiâíîñèëüíà
ðîçãëÿíóòié âèùå ôîðìóëi Φ = (a→ b ∧ c) ∨ b.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêëàäåìî òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóëè Ψ òà
ïîðiâíÿ¹ìî ¨¨ ç òàáëèöåþ iñòèííîñòi ñêëàäåíî¨ ðàíiøå òàáëèöi iñòèí-
íîñòi äëÿ ôîðìóëè Φ. Íàäàâøè âèñëîâëþâàëüíèì çìiííèì a, b, c
âñiõ ìîæëèâèõ iñòèííîñòíèõ çíà÷åíü, â ðåçóëüòàòi ìàòèìåìî òàêó
òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóëè Ψ:

a b → a ∨ c

0 0 1 1 1 0
0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1

1 1 4 2 3 1

Áà÷èìî ñïðàâäi, ùî îñòàííié ñòîâïåöü çàïîâíåííÿ òàáëèöi iñòèí-
íîñòi äëÿ ôîðìóëè Ψ ñïiâïàäà¹ ç îñòàííiì ñòîâïöåì çàïîâíåííÿ
òàáëèöi iñòèííîñòi ôîðìóëè Φ. Òîìó Ψ ≡ Φ.

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà Υ = a∧ b→ c òåæ ðiâíîñèëüíà ïîïåðå-
äíiì ðîçãëÿíóòèì ôîðìóëàì Φ i Ψ, òîáòî Υ ≡ Ψ ≡ Φ (ñàìîñòiéíî
äîâåäiòü, ùî Υ ≡ Φ, ñêëàâøè âiäïîâiäíó òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ
ôîðìóëè Υ).

7. Ïîðiâíþþ÷è ìiæ ñîáîþ ðîçãëÿíóòi âèùå ðiâíîñèëüíi ôîðìó-
ëè Φ = (a → b ∧ c) ∨ b, Ψ = b → a ∨ c, Υ = a ∧ b → c ≡ ab → c,
áà÷èìî, ùî íàéïðîñòiøîþ ñåðåä íèõ ¹ òðåòÿ ôîðìóëà Υ = ab → c,
äå òåðìií

”
ïðîñòiøà ôîðìóëà“ ìè òëóìà÷èìî ÿê

”
ôîðìóëà, ÿêà ìi-

ñòèòü ìåíøå ñèìâîëiâ“. Òîìó áåçïåðå÷íî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî òå,
ÿê ñïðîñòèòè òó ÷è iíøó ëîãi÷íó ôîðìóëó, òîáòî çàìiíèòè ¨¨ òàêîþ
ðiâíîñèëüíîþ ôîðìóëîþ, ÿêà ìà¹ ìåíøå ñèìâîëiâ, ìà¹, ãîâîðÿòü,
áiëüø êîìïàêòíèé âèãëÿä. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî
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Ëîãi÷íi ôîðìóëè; ¨õ ðiâíîñèëüíiñòü òà ñïðîùåííÿ; âèäè ôîðìóë;

òàáëèöi iñòèííîñòi ôîðìóë

òå, ÿêi æ iñíóþòü ðiâíîñèëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi äàþòü ìîæëèâiñòü
çàìiíèòè îäíó ôîðìóëó íà iíøó, ðiâíîñèëüíó ¨é i ïî ìîæëèâîñòi
ïðîñòiøó. Çàäà÷à ïðî ñïðîùåííÿ ëîãi÷íèõ ôîðìóë áóäå ëåãøå ðåà-
ëiçîâàíà òîäi, êîëè ìè ïîçíàéîìèìoñÿ äåòàëüíiøå ç âëàñòèâîñòÿìè
ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëåííÿìè. Ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè ìè
ïîçíàéîìèìoñÿ íèæ÷å.

Ïîêè ùî âiäìiòèìî ëèøå îäèí iç îñíîâíèõ i î÷åâèäíèõ ïðèíöè-
ïiâ, ÿêèé ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðè ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåííÿõ
ëîãi÷íèõ ôîðìóë � öå ïðèíöèï çàìiíè: ÿêùî â äîâiëüíié ëîãi÷íié
ôîðìóëi Φ çàìiíèòè ÿêó-íåáóäü ¨¨ ÷àñòèíó Φ1, ÿêà ¹ ôîðìóëîþ, íà
ðiâíîñèëüíó äî Φ1 ôîðìóëó Φ2, òî îòðèìà¹òüñÿ ôîðìóëà Ψ, ðiâíî-
ñèëüíà äî Φ.

Íàâåäåìî iëþñòðóþ÷èé ïðèêëàä. Íåõàé Φ = a∨bc→ (ab→ c)
i Φ1 = ab→ c, Φ2 = b→ a ∨ c. Îñêiëüêè Φ1 ≡ Φ2 (äèâèñü ïîïåðåäíi
ìiðêóâàííÿ ïðî âñòàíîâëåííÿ ðiâíîñèëüíîñòi ab→ c ≡ b→ a ∨ c ),
òî Φ ≡ Ψ, äå Ψ = a ∨ bc→ (b→ a ∨ c).

8. Ìíîæèíó âñiõ ëîãi÷íèõ ôîðìóë àëãåáðè âèñëîâëåíü ìîæíà
ðîçáèòè íà òàêi òðè êëàñè:

1. Òîòîæíî iñòèííi ôîðìóëè (àáî òàâòîëîãi¨) � öå òàêi
ôîðìóëè, ÿêi ïðè áóäü-ÿêèõ iñòèííîñíèõ çíà÷åííÿõ âèñëîâ-
ëþâàëüíèõ çìiííèõ, ÿêi âõîäÿòü äî íèõ, ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ
1 (òîáòî iñòèíó � T ).

2. Òîòîæíî õèáíi ôîðìóëè � öå òàêi ôîðìóëè, ÿêi ïðè áóäü-
ÿêèõ iñòèííîñíèõ çíà÷åííÿõ âèñëîâëþâàëüíèõ çìiííèõ, ÿêi
âõîäÿòü äî íèõ, ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ 0 (òîáòî õèáó � F ).

3. Íåéòðàëüíi ôîðìóëè � öå òàêi ôîðìóëè, ÿêi ïðèéìàþòü
ÿê çíà÷åííÿ 0, òàê i çíà÷åííÿ 1 ïðè ïåâíèõ iñòèííîñíèõ çíà-
÷åííÿõ âèñëîâëþâàëüíèõ çìiííèõ, ÿêi âõîäÿòü äî íèõ.

Â àëãåáði âèñëîâëåíü íàäçâè÷àéíî âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü òi
òîòîæíî iñòèííi ôîðìóëè, ÿêi âèðàæàþòü ëîãi÷íi çàêîíè àëãåáðè
âèñëîâëåíü (äèâèñü ïðî öå â íàñòóïíié òåìi).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî, íàïðèêëàä:

a→ a, ab→ b � òîòîæíî iñòèííi ôîðìóëè;
a ∧ a � òîòîæíî õèáíà ôîðìóëà;
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ab→ ac � íåéòðàëüíà ôîðìóëà (ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå).

Iíîäi ðîçãëÿäàþòü êëàñ âèêîíóâàíèõ ëîãi÷íèõ ôîðìóë.

Îçíà÷åííÿ 1.4.3. Ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ âèêîíóâàíîþ, ÿêùî
âîíà íå ¹ òîòîæíî õèáíîþ, òîáòî âîíà ¹ òîòîæíî iñòèííîþ
àáî íåéòðàëüíîþ.

9. Ùîá âñòàíîâèòè, äî ÿêîãî iç òðüîõ âiäìi÷åíèõ âèùå êëàñiâ
íàëåæèòü ëîãi÷íà ôîðìóëà, ìîæíà ñêëàñòè âiäïîâiäíó ¨é òàáëèöþ
iñòèííîñòi. ßêùî â îñòàííüîìó ñòîâïöi çàïîâíåííÿ öi¹¨ òàáëèöi ìi-
ñòÿòüñÿ ëèøå îäèíèöi, òî öÿ ôîðìóëà ¹ òàâòîëîãi¹þ; ÿêùî ìiñòÿòüñÿ
ëèøå íóëi, òî öÿ ôîðìóëà ¹ òîòîæíî õèáíà, à ÿêùî ¹ i íóëi, i îäè-
íèöi, òî ôîðìóëà íåéòðàëüíà. Îçíà÷åííÿ ëîãi÷íèõ ôîðìóë òðüîõ
âiäìi÷åíèõ âèùå êëàñiâ ìîæíà áóëî áè ñèìâîëi÷íî äàòè â òàêié
ôîðìi:

Îçíà÷åííÿ 1.4.4. Φ � òîòîæíî iñòèííà ôîðìóëà
df⇔ Φ ≡

≡ T df⇔ p(Φ) = 1;

Φ � òîòîæíî õèáíà ôîðìóëà
df⇔ Φ ≡ F df⇔ p(Φ) = 0;

Φ � íåéòðàëüíà ôîðìóëà
df⇔ Φ 6= T ∧ Φ 6= F

df⇔ p(Φ) 6= 0 ∧
∧ p(Φ) 6= 1.

Ç îçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ çàïåðå÷åííÿ âèñëîâëåííÿ âèïëèâà¹ òàêèé
âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ôîðìóëàìè öèõ òðüîõ êëàñiâ:

1. Φ � òîòîæíî iñòèííà ôîðìóëà ⇔ Φ � òîòîæíî õèáíà ôîðìó-
ëà;

2. Φ � òîòîæíî õèáíà ôîðìóëà ⇔ Φ � òîòîæíî iñòèííà ôîðìó-
ëà;

3. Φ � íåéòðàëüíà ôîðìóëà ⇔ Φ � íåéòðàëüíà ôîðìóëà.

Çàóâàæåííÿ. Íàìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñïåöiàëüíèé ñèìâîë ⇔,
ÿêèì ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ i íàäàëi (iíîäi òàêîãî âèäó íîâi ñèì-
âîëè â ïîðiâíÿííi ç ââåäåíèìè äëÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàçèâàþòü ìå�

òàñèìâîëàìè; òàêèìè, äî ðå÷i, ¹ ââåäåíi ðàíiøå ñèìâîëè
df⇔,

df
=).

Öåé ñèìâîë ⇔ íàçâåìî ëîãi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ. Âæèâà¹òüñÿ
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âií â òàêîìó ðîçóìiííi: ÿêùî A,B � âèñëîâëþâàëüíi ðå÷åííÿ,
òî çàïèñ A ⇔ B îçíà÷à¹ ïåâíó òåîðåìó, iñòèííîñíèé çìiñò
ÿêî¨ êðè¹òüñÿ â òîìó, ùî åêâiâàëåíöiÿ A ↔ B ¹ iñòèííèì
âèñëîâëåííÿì, òîáòî (A↔ B) ≡ 1.

Îñòàííþ ðiâíîñèëüíiñòü iíîäi çàïèñóþòü ùå i â òàêîìó âèãëÿäi:
|= (A ↔ B), äå ñòèëiçîâàíèé ñèìâîë |= íàãàäó¹ ïåðøèé ñèìâîë
ñëîâà

”
Òåîðåìà“. Çàóâàæèìî, ùî ëîãi÷íó åêâiâàëåíòíiñòü A ⇔ B

ìîæíà ïîäàòè i ÿê ðiâíîñèëüíiñòü A ≡ B.

1.5 Âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié

1. Ââåäåíi íàìè ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè âîëîäi-
þòü öiëèì ðÿäîì âëàñòèâîñòåé. Äåÿêi ç öèõ âëàñòèâîñòåé ïî ôîð-
ìi çàïèñó íàãàäóþòü âëàñòèâîñòi çâè÷àéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié
â øêiëüíié ìàòåìàòèöi, àëå ç òi¹þ ðiçíèöåþ, ùî âëàñòèâîñòi àë-
ãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi ðiâíîñòåé (íàïðèêëàä,
x+ y = y+ x, äå x, y � ÷èñëîâi çìiííi), à âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïå-
ðàöié ïîäàíî ó âèãëÿäi ðiâíîñèëüíîñòåé (íàïðèêëàä, a ∨ b ≡ b ∨ a,
äå a, b � âèñëîâëþâàëüíi çìiííi). Çàóâàæèìî, ùî öi ðiâíîñèëüíîñòi
ìîæíà òàêîæ ïîäàòè i ó âèãëÿäi ðiâíîñòåé äëÿ iñòèííîñíèõ çíà÷åíü
âèñëîâëþâàëüíèõ çìiííèõ. Íàïðèêëàä, ðiâíîñèëüíiñòü a∨ b ≡ b∨ a,
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ðiâíîñòi p(a)∨p(b) = p(b)∨p(a), ÿêà, ïðàâäà,
íà âèãëÿä äåùî ãðîìiçäêà çà âiäïîâiäíó ðiâíîñèëüíiñòü a∨b ≡ b∨a.

2. Ñåðåä âëàñòèâîñòåé ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëåííÿìè
âiäìiòèìî, â ïåðøó ÷åðãó, íàñòóïíi ç âiäïîâiäíèìè íàçâàìè äëÿ äå-
ÿêèõ ç íèõ:

aa ≡ a � iäåìïîòåíòíiñòü êîí'þíêöi¨ ∧; (1.5.1)

a ∨ a ≡ a � iäåìïîòåíòíiñòü äèç'þíêöi¨ ∨; (1.5.2)

ab ≡ ba � êîìóòàòèâíiñòü êîí'þíêöi¨ ∧; (1.5.3)

a ∨ b ≡ b ∨ a � êîìóòàòèâíiñòü äèç'þíêöi¨ ∨; (1.5.4)
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(ab)c ≡ a(bc) � àñîöiàòèâíiñòü êîí'þíêöi¨ ∧; (1.5.5)

(a ∨ b) ∨ c ≡ a ∨ (b ∨ c) � àñîöiàòèâíiñòü äèç'þíêöi¨ ∨; (1.5.6)

a(b ∨ c) ≡ ab ∨ ac � äèñòðèáóòèâíiñòü êîí'þíêöi¨ ∧
âiäíîñíî äèç'þíêöi¨ ∨; (1.5.7)

a ∨ bc ≡ (a ∨ b)(a ∨ c) � äèñòðèáóòèâíiñòü äèç'þíêöi¨ ∨
âiäíîñíî êîí'þíêöi¨ ∧; (1.5.8)

aT ≡ a; (1.5.9)

a ∨ F ≡ a; (1.5.10)

aF ≡ F ; (1.5.11)

a ∨ T ≡ T ; (1.5.12)

a ≡ a � çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ (e(ea) ≡ a); (1.5.13)

aa ≡ F � çàêîí ïðîòèði÷÷ÿ; (1.5.14)

a ∨ a ≡ T � çàêîí âèêëþ÷åííÿ òðåòüîãî; (1.5.15)

T ≡ F ; (1.5.16)

F ≡ T ; (1.5.17)

ab ≡ a ∨ b � çàêîí äå Ìîðãàíà; (1.5.18)
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a ∨ b ≡ a ∧ b � çàêîí äå Ìîðãàíà; (1.5.19)

a→ b ≡ a ∨ b; (1.5.20)

a↔ b ≡ (a→ b)(b→ a), (1.5.21)

äå a, b, c � äîâiëüíi âèñëîâëåííÿ, âèñëîâëþâàëüíi çìiííi.

3. Òå, ùî âiäìi÷åíi âèùå ðiâíîñèëüíîñòi ñïðàâäi ìàþòü ìiñöå,
ëåãêî ïåðåâiðèòè øëÿõîì ñêëàäàííÿ âiäïîâiäíèõ òàáëèöü iñòèííîñòi
òà ¨õ àíàëiçó (ñàìîñòiéíî ïåðåêîíàéòåñÿ â öüîìó).

Âiäìi÷åíi âèùå âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëåííÿ-
ìè ÷àñòî íàçèâàþòü îñíîâíèìè ëîãi÷íèìè çàêîíàìè àëãåáðè
âèñëîâëåíü. Öå ïîâ'ÿçàíå ç òèì, ùî êîëè ìà¹ ìiñöå ðiâíîñèëüíiñòü
âèäó Φ1 ≡ Φ2, äå Φ1,Φ2 � ëîãi÷íi ôîðìóëè, òî ¨õ ìîæíà âèðàçèòè
ïî-iíøîìó, íàïðèêëàä, îäíèì iç òàêèõ âàðiàíòiâ:

à) ìà¹ ìiñöå òåîðåìà |= (Φ1 ↔ Φ2);
á) ìà¹ ìiñöå ðiâíîñèëüíiñòü (Φ1 ↔ Φ2) ≡ 1;
â) (Φ1 ↔ Φ2) � òîòîæíî iñòèííà ôîðìóëà;
ã) (Φ1 ⇔ Φ2) � âèêîíó¹òüñÿ ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü.
À òîìó iíîäi âêàçàíi âèùå âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàä

âèñëîâëåííÿìè çàïèñóþòü â iíøîìó âèãëÿäi.
Íàïðèêëàä:

1. aa⇔ a;

2. a ∨ a⇔ a;

3. ab⇔ ba;

4. a ∨ b⇔ b ∨ a i ò.ä.

4. Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäìi÷åíi âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié, ìî-
æíà:

à) ç'ÿñóâàòè, ÷è âêàçàíi ëîãi÷íi ôîðìóëè ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ;
á) âñòàíîâèòè, äî ÿêîãî êëàñó íàëåæèòü òà ÷è iíøà ëîãi÷íà ôîð-

ìóëà;
â) ñïðîùóâàòè ëîãi÷íi ôîðìóëè.
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Íàâåäåìî âiäïîâiäíi iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè çàñòîñóâàíü âëàñòè-
âîñòåé ëîãi÷íèõ îïåðàöié.

Ïðèêëàä 1. Ïîêàçàòè, ùî ôîðìóëè Φ1 = b → a ∨ c, Φ2 =
= (a → bc) ∨ b ðiâíîñèëüíi ôîðìóëi Φ = ab → c, ÿêà î÷åâèäíî ¹
íåéòðàëüíîþ i ÿêó çàìiíèòè íà áiëüø ïðîñòiøó ðiâíîñèëüíó ëîãi÷íó
ôîðìóëó íåìîæëèâî.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñóâàâøè âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ
îïåðàöié äî ôîðìóë Φ1,Φ2, îòðèìà¹ìî òàêi ëàíöþæêè ðiâíîñèëü-
íèõ ïåðåòâîðåíü:
Φ1 = b → a ∨ c ≡ b ∨ (a ∨ c) ≡ (b ∨ a) ∨ c ≡ (a ∨ b) ∨ c ≡ ab ∨ c ≡
≡ ab→ c = Φ, ùî äà¹ Φ1 ≡ Φ;
Φ2 = (a→ bc)∨b ≡ (a∨bc)∨b ≡ a∨(bc∨b) ≡ a∨(b∨b)(c∨b) ≡ a∨T (c∨
∨b) ≡ a∨(c∨b)T ≡ a∨(c∨b) ≡ a∨(b∨c) ≡ (a∨b)∨c ≡ ab∨c ≡ ab→ c,
ùî âêàçó¹ íà òå, ùî i Φ2 ≡ Φ. Îòæå, ðiâíîñèëüíîñòi ôîðìóë äîâå-
äåíi.

Ïðèêëàä 2. Äîñëiäèòè, äî ÿêîãî êëàñó íàëåæèòü ëîãi÷íà ôîð-
ìóëà Φ = (a→ b) ∨ (b→ a).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïðîñòèìî äàíó ôîðìóëó Φ. ßêùî â ðåçóëüòà-
òi ñïðîùåíü ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ðiâíîñèëüíiñòü
Φ ≡ T , òî öå îçíà÷àòèìå, ùî çàäàíà ôîðìóëà Φ ¹ òàâòîëîãi¹þ.
Ìà¹ìî: Φ = (a→ b) ∨ (b→ a) ≡ (a ∨ b) ∨ (b ∨ a) ≡ ((a ∨ b) ∨ b) ∨ a ≡
≡ (a ∨ (b ∨ b)) ∨ a ≡ (a ∨ T ) ∨ a ≡ T ∨ a ≡ a ∨ T ≡ T , ùî i âêàçó¹
íà òå, ùî |= (a → b) ∨ (b → a), òîáòî çàäàíà ëîãi÷íà ôîðìóëà
Φ = (a→ b) ∨ (b→ a) òîòîæíî iñòèííà, òîáòî Φ ¹ òàâòîëîãi¹þ.

Ïðèêëàä 3. Ñïðîñòèòè ëîãi÷íó ôîðìóëó Φ = (a→ b)(b→ c)→
→ abc.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ
îïåðàöié äî äàíî¨ ôîðìóëè, îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê ðiâ-
íîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü: Φ = (a → b)(b → c) → abc ≡ (a ∨ b)(b ∨
∨ c) → abc ≡ (a ∨ b)(b ∨ c) ∨ abc ≡ ((a ∨ b) ∨ (b ∨ c)) ∨ abc ≡ (ab ∨
∨bc)∨abc ≡ (ab∨bc)∨abc ≡ (ab∨abc)∨(bc∨abc) ≡ a(b∨bc)∨b(c∨ac) ≡
≡ a(b∨b)(b∨c)∨b(c∨a)(c∨c) ≡ aT (b∨c)∨b(c∨a)T ≡ a(b∨c)∨b(c∨a) ≡
≡ (ab ∨ ac) ∨ (bc ∨ ba) ≡ (ab ∨ ba) ∨ (ac ∨ bc) ≡ a(b ∨ b) ∨ (ac ∨ bc) ≡
≡ aT∨(ac∨bc) ≡ (aT∨ac)∨bc ≡ a(T∨c)∨bc ≡ aT∨bc ≡ a∨bc. Îòæå, â
ðåçóëüòàòi ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàëè ôîðìóëó Ψ = a∨bc,
ÿêà ðiâíîñèëüíà çàäàíié ôîðìóëi Φ = (a → b)(b → c) → abc, àëå ¹
áiëüø ïðîñòîþ, îñêiëüêè ìiñòèòü ìåíøå ñèìâîëiâ.
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5. Ïiäñóìîâóþ÷è âñå ñêàçàíå âèùå, ìîæíà äàòè òàêå òëóìà÷åííÿ
àëãåáðè âèñëîâëåíü.

Àëãåáðà âèñëîâëåíü � öå ìíîæèíà âèñëîâëåíü, âèñëîâ�
ëþâàëüíèõ çìiííèõ, äëÿ ÿêèõ ââåäåíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âiäìi÷åíèì âèùå âëàñòèâîñòÿì; àëãåáðà âè�
ñëîâëåíü ¹ åëåìåíòàðíîþ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè
ïîäiáíî äî òîãî, ÿê àðèôìåòèêà ìîëîäøèõ êëàñiâ ¹ åëå�
ìåíòàðíèì ðîçäiëîì àëãåáðè, ìàòåìàòèêè.

Øëÿõ, ÿêèé íàìè ðîçãëÿíóòèé äëÿ ââåäåííÿ àëãåáðè âèñëîâ-
ëåíü � öå iíòó¨òèâíèé øëÿõ ðîçãëÿäó îïåðàöié íàä âèñëîâëåííÿìè
òà âëàñòèâîñòåé öèõ îïåðàöié, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà äîñëiäæåííi âiä-
ïîâiäíèõ ¨ì òàáëèöü iñòèííîñòi.

Ìîæíà áóëî áè çäiéñíþâàòè ïîáóäîâó àëãåáðè âèñëîâëåíü íà
áiëüø ñòðîãié, ÷iòêiøié îñíîâi � øëÿõîì ââåäåííÿ âiäïîâiäíèõ àêñi-
îì òà ïðàâèë ïîáóäîâè îñíîâíèõ îá'¹êòiâ àëãåáðè âèñëîâëåíü � ëî-
ãi÷íèõ ôîðìóë.

Áåçïåðå÷íî, ùî ìîæíà äàëi áiëüø ãëèáîêî ðîçâèâàòè àëãåáðó
âèñëîâëåíü â ðiçíèõ íàïðÿìêàõ: i â íàïðÿìêó ¨¨ âèêîðèñòàííÿ â òèõ
÷è iíøèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè, ïðèêëàäíèõ íàóê, i â íàïðÿìêó ¨¨
âèêîðèñòàííÿ â òåõíiöi, â åëåêòðîíiöi òîùî. Äåÿêi çàñòîñóâàííÿ àë-
ãåáðè âèñëîâëåíü ìè íàìiòèìî â íåâåëèêîìó îá'¹ìi äàëi â íàñòóïíèõ
òåìàõ òà âïðàâàõ äëÿ ñàìîñòiéíîãî îïðàöþâàííÿ.

6. Ñåðåä ââåäåíèõ ï'ÿòè ëîãi÷íèõ îïåðàöié àëãåáðè âèñëîâëåíü
� äèç'þíêöi¨, êîí'þíêöi¨, çàïåðå÷åííÿ, iìïëiêàöi¨ òà åêâiâàëåíöi¨, â
ñèëó âiäìi÷åíèõ âèùå âëàñòèâîñòåé

a→ b ≡ a ∨ b,

a↔ b ≡ (a→ b)(b→ a) ≡ (a ∨ b)(b ∨ a),

áà÷èìî, ùî åêâiâàëåíöiþ i iìïëiêàöiþ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç äè-
ç'þíêöiþ, êîí'þíêöiþ i çàïåðå÷åííÿ. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äèç'þí-
êöiÿ i êîí'þíêöiÿ â ñèëó àíàëîãi÷íèõ ïîäiáíèõ äëÿ öèõ îïåðàöié
âëàñòèâîñòåé ÷àñòî íàçèâàþòü äâî¨ñòèìè ìiæ ñîáîþ. Öþ äâî-
¨ñòiñòü ìîæíà ïîøèðèòè i íà ëîãi÷íi ôîðìóëè äîâiëüíî¨ ñêëàäíîñòi,
ÿêùî âîíè íå ìiñòÿòü îïåðàöié iìïëiêàöi¨ òà åêâiâàëåíöi¨.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â àëãåáði âèñëîâëåíü ìà¹ ìiñöå òàê çâàíèé
ïðèíöèï (àáî, ãîâîðÿòü, çàêîí) äâî¨ñòîñòi, ÿêèé ìà¹ âàæëèâå
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âèêîðèñòàííÿ äëÿ ñïðîùåííÿ ëîãi÷íèõ ôîðìóë, äîâåäåííÿ ðiâíî-
ñèëüíîñòåé ôîðìóë, ç'ÿñóâàííÿ òîãî, äî ÿêîãî êëàñó âîíè íàëåæàòü,
à ñàìå ãîëîâíå � éîãî ìîæíà âèêîðèñòàòè i íà ïðàêòèöi.

Ñóòü öüîãî ïðèíöèïó äâî¨ñòîñòi ìîæíà âèðàçèòè òàêèì òâåð-
äæåííÿì:

Ðiâíîñèëüíiñòü ëîãi÷íèõ ôîðìóë, ÿêi íå ìiñòÿòü îïåðà�
öié iìïëiêàöi¨ òà åêâiâàëåíöi¨, íå ïîðóøèòüñÿ, ÿêùî âñi îïå�
ðàöi¨ êîí'þíêöiÿ i äèç'þíêöiÿ âiäïîâiäíî çàìiíèòè íà îïå�
ðàöi¨ äèç'þíêöiÿ i êîí'þíêöiÿ, à ñòàëi T, F (òîáòî 1, 0) �
âiäïîâiäíî íà F, T (òîáòî 0, 1).

Iíîäi öåé ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi ôîðìóëþþòü i òàê:

ßêùî ó ôîðìóëi Φ(a, b, ...), ÿêà ìiñòèòü âèñëîâëþâàëüíi
çìiííi ÷è êîíñòàíòè a, b, ... i íå ìiñòèòü îïåðàöié iìïëiêàöiÿ
òà åêâiâàëåíöiÿ, âñi îïåðàöi¨ êîí'þíêöiÿ i äèç'þíêöiÿ çàìi�
íèòè âiäïîâiäíî íà îïåðàöi¨ äèç'þíêöiÿ i êîí'þíêöiÿ, a, b, ...
íà a, b, ... òî îòðèìà¹òüñÿ ôîðìóëà Φ∗(a, b, ...), ÿêà ðiâíîñèëü�
íà ôîðìóëi Φ(a, b, ...), òîáòî Φ(a, b, ...) ≡ Φ∗(a, b, ...).

Ïîêàæåìî, ÿê çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi äî ðîçâ'ÿçóâà-
ííÿ çàäà÷.

Ïðèêëàä 1. Ñïðîñòèòè ôîðìóëè Φ1 = ab∨ab∨ab, Φ2 = (a∨b)(a∨
∨ b)(a ∨ b).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â ðåçóëüòàòi ñïðîùåííÿ ôîðìóëè Φ1 îòðèìà¹ìî:
Φ1 = ab ∨ ab ∨ ab = (ab ∨ ab) ∨ ab = a(b ∨ b) ∨ ab ≡ aT ∨ ab ≡
≡ a ∨ ab ≡ (a ∨ a)(a ∨ b) ≡ T (a ∨ b) ≡ a ∨ b. Ôîðìóëà Φ1 î÷åâèäíî
äâî¨ñòà äî ôîðìóëè Φ2. Òîìó â ñèëó ïðèíöèïó äâî¨ñòîñòi ìà¹ìî
Φ2 = (a ∨ b)(a ∨ b)(a ∨ b) ≡ ab, îñêiëüêè ôîðìóëè a ∨ b i ab âçà¹ìíî
äâî¨ñòi.

Ïðèêëàä 2. Äîâåñòè, ùî ôîðìóëà
Φ = (a ∨ b)(a ∨ b)(a ∨ b)(a ∨ b) òîòîæíî iñòèííà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi, îòðèìà¹ìî
Φ = (a ∨ b)(a ∨ b)(a ∨ b)(a ∨ b) ≡ ab∨ab∨ab∨ab ≡ (ab∨ab)∨(ab∨ab) ≡
≡ a(b ∨ b) ∨ a(b ∨ b) ≡ aT ∨ aT ≡ a ∨ a ≡ T , ùî âêàçó¹ íà òîòîæíó
iñòèííiñòü ôîðìóëè Φ.
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1.6 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. Ùî òàêå ôîðìàëüíà ëîãiêà?

2. Êîãî ââàæàþòü òâîðöåì ôîðìàëüíî¨ ëîãiêè?

3. Ó çâ'ÿçêó ç ÿêèìè iäåÿìè âiäáóâñÿ ïðîãðåñ ó ðîçâèòêó ôîð-
ìàëüíî¨ ëîãiêè?

4. ßêi iäå¨ âèñëîâëþâàâ Ã. Ëåéáíiö äëÿ ðîçâèòêó ëîãiêè?

5. Êîëè âèíèêëà àëãåáðà âèñëîâëåíü? Õòî âïåðøå ¨¨ ñòâîðèâ?

6. Ùî òàêå ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà? ßêi ìàòåìàòèêè âíåñëè âêëàä
â ðîçâèòîê ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè?

7. ×îìó ìàòåìàòè÷íó ëîãiêó ââàæàþòü i ìàòåìàòèêîþ ëîãiêè, i
ëîãiêîþ ìàòåìàòèêè?

8. Íàçâiòü ïðèêëàäè ãàëóçåé çíàíü òà ïðèêëàäè ç ïðàêòè÷íî¨ äi-
ÿëüíîñòi ëþäñòâà âiäíîñíî çàñòîñóâàíü ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè.

9. ßêå îäíå iç ãîëîâíèõ çàâäàíü ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè ùîäî ¨¨
çàñòîñóâàíü äî ìàòåìàòèêè?

10. ßê íàçèâàþòü åëåìåíòàðíó ÷àñòèíó ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè?

11. Ùî ¹ îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ â àëãåáði âèñëîâëåíü?

12. ßêi ¹ ïiäñòàâè íàçèâàòè ëîãiêó âèñëîâëåíü àëãåáðîþ âèñëîâ-
ëåíü?

13. Ùî ðîçóìiþòü ïiä âèñëîâëåííÿì â àëãåáði âèñëîâëåíü?

14. Íàçâiòü ïðèêëàäè ðîçïîâiäíèõ ðå÷åíü, ÿêi íå âiäíîñÿòü äî âè-
ñëîâëåíü.

15. ßê ïîçíà÷àþòüñÿ âèñëîâëåííÿ òà âiäïîâiäíi ¨ì iñòèííîñíi çíà-
÷åííÿ?

16. ßêi iñòèííîñòi çíà÷åííÿ ìîæóòü ìàòè âèñëîâëåííÿ òà ÿê âîíè
ïîçíà÷àþòüñÿ?

35



Åëåìåíòè àëãåáðè âèñëîâëåíü

17. ßêi âèñëîâëåííÿ íàçèâàþòüñÿ ðiâíîñèëüíèìè ìiæ ñîáîþ?

18. ßê ñèìâîëi÷íî ìîæíà çàïèñàòè ðiâíîñèëüíiñòü äâîõ âèñëîâ-
ëåíü òà äàòè âiäïîâiäíå îçíà÷åííÿ ¨õ ðiâíîñèëüíîñòi?

19. ßêi âèñëîâëåííÿ íàçèâàþòü ïðîñòèìè, åëåìåíòàðíèìè?

20. ßêi âèñëîâëåííÿ íàçèâàþòüñÿ ñêëàäíèìè?

21. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïðîñòèõ i ñêëàäíèõ âèñëîâëåíü.

22. ßêi ëîãi÷íi çâ'ÿçêè âæèâàþòüñÿ äëÿ óòâîðåííÿ ñêëàäíèõ âè-
ñëîâëåíü?

23. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ñêëàäíèõ âèñëîâëåíü ç âèêîðèñòàííÿì ði-
çíèõ ëîãi÷íèõ çâ'ÿçêiâ.

24. Ç ÿêîþ ìåòîþ ââîäÿòü ëîãi÷íi îïåðàöi¨ â àëãåáði âèñëîâëåíü?

25. ßêi âè çíà¹òå îñíîâíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨, ÿêi ââîäÿòüñÿ â àëãåáði
âèñëîâëåíü?

26. ßê ïîçíà÷àþòüñÿ îñíîâíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ â àëãåáði âèñëîâ-
ëåíü?

27. ×îìó ëîãi÷íà îïåðàöiÿ çàïåðå÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ óíàðíîþ, à
iíøi îñíîâíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ � áiíàðíèìè?

28. Ùî òàêå âèñëîâëþâàëüíà çìiííà, ÿê âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ òà ÿêi
çíà÷åííÿ âîíà ìîæå ïðèéìàòè?

29. Ùî íàçèâà¹òüñÿ êîí'þíêöi¹þ äâîõ âèñëîâëåíü òà ÿêèé âèãëÿä
ìà¹ âiäïîâiäíà òàáëèöÿ iñòèííîñòi äëÿ öi¹¨ ëîãi÷íî¨ îïåðàöi¨?

30. Ùî íàçèâà¹òüñÿ äèç'þíêöi¹þ äâîõ âèñëîâëåíü òà ÿêèé âèãëÿä
ìà¹ âiäïîâiäíà òàáëèöÿ iñòèííîñòi äëÿ öi¹¨ ëîãi÷íî¨ îïåðàöi¨?

31. Ùî íàçèâà¹òüñÿ iìïëiêàöi¹þ äâîõ âèñëîâëåíü òà ÿêèé âèãëÿä
ìà¹ âiäïîâiäíà òàáëèöÿ iñòèííîñòi äëÿ öi¹¨ ëîãi÷íî¨ îïåðàöi¨?

32. Ùî íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíöi¹þ äâîõ âèñëîâëåíü òà ÿêèé âè-
ãëÿä ìà¹ âiäïîâiäíà òàáëèöÿ iñòèííîñòi äëÿ öi¹¨ ëîãi÷íî¨ îïå-
ðàöi¨?
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33. Ùî íàçèâà¹òüñÿ çàïåðå÷åííÿì âèñëîâëåííÿ òà ÿêèé âèãëÿä
ìà¹ âiäïîâiäíà òàáëèöÿ iñòèííîñòi äëÿ öi¹¨ ëîãi÷íî¨ îïåðàöi¨?

34. ßê ïî-iíøîìó íàçèâàþòü êîí'þíêöiþ äâîõ âèñëîâëåíü òà ÿê â
çâ'ÿçêó ç öèì ñèìâîëi÷íî ¨¨ ïîçíà÷àþòü?

35. ßê ïî-iíøîìó íàçèâàþòü äèç'þíêöiþ äâîõ âèñëîâëåíü?

36. ×îìó îïåðàöiÿ äèç'þíêöiÿ âiäïîâiäà¹ ñïîëó÷íèêó
”
àáî“ â íå-

ðîçäiëüíîìó ñìèñëi?

37. Ùî òàêå ðîçäiëüíà äèç'þíêöiÿ äâîõ âèñëîâëåíü òà ÿê âîíà
íàçèâà¹òüñÿ?

38. ßêèé âèãëÿä ìà¹ òàáëèöÿ iñòèííîñòi äëÿ ðîçäiëüíî¨ äèç'þíêöi¨
òà ÿêîìó ñïîëó÷íèêó âîíà âiäïîâiäà¹?

39. ×îìó ëîãi÷íà iìïëiêàöiÿ ÿê áiíàðíà îïåðàöiÿ àëãåáðè âèñëîâ-
ëåíü íå çàâæäè âiäïîâiäà¹ òîìó çìiñòó, ÿêèé âêëàäà¹òüñÿ ïðè
âæèâàííi óìîâíîãî òâåðäæåííÿ â ïîáóòîâié ìîâi?

40. Ùî òàêå ëîãi÷íà ôîðìóëà â àëãåáði âèñëîâëåíü?

41. ßêó ðîëü âiäiãðàþòü äóæêè (, ), ùî âæèâàþòüñÿ â àëãåáði âè-
ñëîâëåíü ïðè ïîáóäîâi ëîãi÷íèõ ôîðìóë?

42. ßê ìîæíà çìåíøèòè êiëüêiñòü äóæîê (, ) ïðè êîíñòðóþâàííi
ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè â àëãåáði âèñëîâëåíü?

43. ßêîãî ïîðÿäêó âèêîíàííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié äîòðèìóþòüñÿ
ïðè êîíñòðóþâàííi ëîãi÷íèõ ôîðìóë â àëãåáði âèñëîâëåíü?

44. Ùî òàêå òàáëèöÿ iñòèííîñòi ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè òà ç ÿêîþ ìåòîþ
âîíà ñêëàäà¹òüñÿ?

45. ßê áóäó¹òüñÿ òàáëèöÿ iñòèííîñòi ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè òà ÿêèé
ïîðÿäîê ¨¨ çàïîâíåííÿ?

46. ßêi ëîãi÷íi ôîðìóëè íàçèâàþòü ðiâíîñèëüíèìè ìiæ ñîáîþ?

47. ßê âñòàíîâèòè çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ òàáëèöü iñòèííîñòi,
÷è ðiâíîñèëüíi çàäàíi ëîãi÷íi ôîðìóëè?
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48. Ñèìâîëi÷íî çàïèøiòü îçíà÷åííÿ ðiâíîñèëüíîñòi äâîõ ëîãi÷íèõ
ôîðìóë.

49. Ùî îçíà÷à¹ ñïðîñòèòè ëîãi÷íó ôîðìóëó?

50. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðèíöèï çàìiíè ïðè ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðå-
ííÿõ ëîãi÷íèõ ôîðìóë?

51. ßêi ¹ òðè êëàñè ëîãi÷íèõ ôîðìóë, íà ÿêi ðîçáèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà âñiõ ôîðìóë àëãåáðè âèñëîâëåíü?

52. ßêà ëîãi÷íà ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî iñòèííîþ, òîáòî
òàâòîëîãi¹þ?

53. ßêà ëîãi÷íà ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî õèáíîþ?

54. ßêà ëîãi÷íà ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ íåéòðàëüíîþ?

55. ßêà ëîãi÷íà ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ âèêîíóâàíîþ?

56. ßê çà äîïîìîãîþ òàáëèöi iñòèííîñòi âèÿñíèòè, äî ÿêîãî êëàñó
âiäíîñèòüñÿ ëîãi÷íà ôîðìóëà?

57. Äàéòå ñèìâîëi÷íå îçíà÷åííÿ òîòîæíî iñòèííî¨ ôîðìóëè (òàâ-
òîëîãi¨); òîòîæíî õèáíî¨ ôîðìóëè; íåéòðàëüíî¨ ôîðìóëè; âè-
êîíóâàíî¨ ôîðìóëè.

58. Ïîÿñíiòü ñóòü âæèâàííÿ ìåòàñèìâîëà ⇔ äëÿ ëîãi÷íî¨ åêâiâà-
ëåíòíîñòi A⇔ B âèñëîâëþâàëüíèõ ðå÷åíü A òà B.

59. Ùî îçíà÷à¹ ñèìâîëi÷íèé çàïèñ |= A↔ B? ßê ïî-iíøîìó éîãî
ìîæíà çîáðàçèòè, âèêîðèñòàâøè cèìâîëè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãi-
êè?

60. ßê çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi âèðàçèòè âçà¹ìî-
çâ'ÿçîê ìiæ ëîãi÷íèìè ôîðìóëàìè ç ðiçíèõ êëàñiâ ¨õ ðiâíî-
ñèëüíîñòi?

61. ßêi âè çíà¹òå îñíîâíi âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié òà íà ÿêié
ìîâi ¨õ ìîæíà âèðàçèòè?

62. ßê âèðàæà¹òüñÿ iäåìïîòåíòíiñòü êîí'þíêöi¨ òà äèç'þíêöi¨¨
äâîõ âèñëîâëåíü?
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63. ßê âèðàæà¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíiñòü êîí'þíêöi¨ âiäíîñíî äè-
ç'þíêöi¨ òà äèñòðèáóòiâíiñòü äèç'þíêöi¨ âiäíîñíî êîí'þíêöi¨
âèñëîâëåíü?

64. Ïîÿñíiòü, ÿê ìîæíà ïîøèðèòè âëàñòèâîñòi iäåìïîòåíòíîñòi,
êîìóòàòèâíîñòi îïåðàöié êîí'þíêöi¨, äèç'þíêöi¨ íà äîâiëüíå
÷èñëî âèñëîâëåíü?

65. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ âèñëîâëåíü?

66. ßê âèðàæà¹òüñÿ çàêîí ïðîòèði÷÷ÿ òà âèêëþ÷åííÿ òðåòüîãî
äëÿ âèñëîâëåíü?

67. ßêó ðîëü âiäiãðàþòü êîíñòàíòè T i F â îïåðàöiÿõ êîí'þíêöi¨
òà äèç'þíêöi¨ ç äîâiëüíèìè âèñëîâëåííÿìè?

68. Ñôîðìóëþéòå çàêîíè äå Ìîðãàíà äëÿ äîâiëüíèõ âèñëîâëåíü.

69. ßêà ðîëü çàêîíiâ äå Ìîðãàíà â äîñëiäæåííÿõ âçà¹ìîçâ'ÿçêó
ëîãi÷íèõ îïåðàöié äëÿ âèñëîâëåíü?

70. ßê âèðàæà¹òüñÿ iìïëiêàöiÿ âèñëîâëåíü ÷åðåç îïåðàöi¨ äèç'þí-
êöiÿ àáî êîí'þíêöiÿ?

71. ßê âèðàæà¹òüñÿ åêâiâàëåíöiÿ âèñëîâëåíü ÷åðåç iíøi ëîãi÷íi
îïåðàöi¨?

72. ßê ìîæíà ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ áóäü-ÿêèõ âëàñòèâîñòåé ëî-
ãi÷íèõ îïåðàöié äëÿ âèñëîâëåíü?

73. ßê ìîæíà çàïèñàòè âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié, âèðàæå-
íèõ çà äîïîìîãîþ ñèìâîëà

”
≡“ ðiâíîñèëüíîñòi, âèêîðèñòàâøè

iíøi ñèìâîëè?

74. ×îìó âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié iíîäi íàçèâàþòü îñíîâíè-
ìè ëîãi÷íèìè çàêîíàìè àëãåáðè âèñëîâëåíü?

75. ßê ìîæíà çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé ëîãi÷íèõ
îïåðàöié äîâåñòè, ùî äàíi ëîãi÷íi ôîðìóëè ðiâíîñèëüíi ìiæ
ñîáîþ.

76. ßê ìîæíà çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé ëîãi÷íèõ
îïåðàöié ñïðîñòèòè çàäàíó ëîãi÷íó ôîðìóëó?
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77. ßê ìîæíà çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé ëîãi÷íèõ
îïåðàöié âèÿñíèòè, äî ÿêîãî ç òðüîõ êëàñiâ íàëåæèòü çàäàíà
ëîãi÷íà ôîðìóëà?

78. Ùî ñëiä ðîçóìiòè ïiä àëãåáðîþ âèñëîâëåíü?

79. ßêi äâi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ â àëãåáði âèñëîâëåíü íàçèâàþòüñÿ äâî-
¨ñòèìè ìiæ ñîáîþ i ÷îìó?

80. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi â àëãåáði âèñëîâëåíü?
Ñôîðìóëþéòå îáèäâà òâåðäæåííÿ, ùî ðîçêðèâàþòü öåé ïðèí-
öèï.

81. Ïîÿñíiòü, íà ÷îìó îñíîâàíà ñïðàâåäëèâiñòü âêàçàíîãî âèùå
ïðèíöèïó äâî¨ñòîñòi â àëãåáði âèñëîâëåíü.

82. ßêó ðîëü âiäiãðà¹ ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi ïðè éîãî âèêîðèñòàííi
â àëãåáði âèñëîâëåíü?

83. Íàâåäiòü ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ ïðèíöèïó äâî¨ñòîñòi äëÿ äî-
âåäåííÿ òîãî, ùî: à) ëîãi÷íi ôîðìóëè ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ;
á) ëîãi÷íà ôîðìóëà ¹ òàâòîëîãi¹þ; â) ëîãi÷íà ôîðìóëà ¹ òîòî-
æíî õèáíîþ.

84. ßêi ç íàâåäåíèõ ðå÷åíü ¹ âèñëîâëåííÿìè i ÷îìó? Âñòàíîâèòè
iñòèííîñíå çíà÷åííÿ òèõ ðå÷åíü, ÿêi ¹ âèñëîâëåííÿìè:

a) x2 − 2 > 0;

á) 3 · 4 = 8;

â) ßêà äîâæèíà êîëà?

ã) Òðèêóòíèê ABC � òóïîêóòíèé;

ä) 12 äiëèòüñÿ íà 4;

å) (3− 4) = 3
√

2;

¹) 3 < m;

æ) Ïðî÷èòàéòå öþ êíèãó;

ç) ß ïðîæèâàþ ïî âóëèöi Çàáîëîòíîãî àáî ïî âóëèöi Ëåíiíà;

è) Ñüîãîäíi äóæå õîëîäíî.
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85. Âñòàíîâèòè âñi çíà÷åííÿ çìiííèõ, ïðè ÿêèõ íàâåäåíi ðå÷åííÿ
áóäóòü iñòèííèìè âèñëîâëåííÿìè:

a) (x2 + 3x+ 5)2 − x2 − 3x− 11 = 0;

á) (x2 − 5x+ 7)2 − (x− 2)(x− 3) = 1;

â) |x2 − 12|+ x = 0;

ã) 2 sin2 x− cosx+ 1 = 0;

ä)
√
x+ 2 > x;

å)
x2 − 5x− 14

|x− 3|
6 0;

¹)
√
x− 1 < 7− x;

æ) ax2 + bx+ c = 0;

ç)

{
a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2,
âiäîìî, ùî a11a22 − a12a21 6= 0.

86. Âèäiëèòè â çàäàíèõ ñêëàäíèõ âèñëîâëåííÿõ åëåìåíòàðíi âè-
ñëîâëåííÿ òà ëîãi÷íi çâ'ÿçêè:

à)
”
ß âèâ÷àþ àíãëiéñüêó àáî íiìåöüêó ìîâó“;

á)
”
Äàíèé ïàðàëåëîãðàì ¹ ïðÿìîêóòíèêîì i ðîìáîì“;

â)
”
ßêùî íà âóëèöi ìîðîç, òî äiòè îäÿãàþòü ïàëüòî i ðóêàâèöi

àáî âçóâàþòü âàëÿíêè“;

ã)
”
Òðèêóòíèê ¹ ðiâíîñòîðîííiì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi

éîãî êóòè ðiâíi ìiæ ñîáîþ“;

ä)
”
ßêùî ÷èñëî 18 äiëèòüñÿ íà 3, òî âîíî äiëèòüñÿ íà 2 i 5“.

87. Ç åëåìåíòàðíèõ âèñëîâëåíü a =
”
äàíå ÷èñëî öiëå“, b =

”
äàíå

÷èñëî äîäàòíå“, c =
”
äàíå ÷èñëî ïðîñòå“, d =

”
äàíå ÷èñëî äi-

ëèòüñÿ íà 2“ ñôîðìóëþâàòè ñêëàäíi âèñëîâëåííÿ, âèðàæåíi
ñèìâîëi÷íî: a) a∨b, á) a∧b; â) b∧b; ã) c↔ d; ä) c∧c; å) ac→ d;
¹) ad→ c; æ) a ∨ d; ç) (a ∨ b)(c ∨ d); è) abc ∨ d.

88. Âñòàíîâèòè, ÿêi ç äàíèõ âèñëîâëåíü iñòèííi, à ÿêi õèáíi:

à)
”
ßêùî 13 äiëèòüñÿ íà 8, òî 13 äiëèòüñÿ íà 5“;

á)
”
ßêùî 12 äiëèòüñÿ íà 5, òî 12 äiëèòüñÿ íà 4“;
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â)
”
ßêùî 8 äiëèòüñÿ íà 2, òî 8 äiëèòüñÿ íà 6“;

ã)
”
ßêùî 12 äiëèòüñÿ íà 3, òî 12 äiëèòüñÿ íà 2“;

å)
”
12 äiëèòüñÿ íà 4 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 12 äiëèòüñÿ íà 3“;

¹)
”
13 äiëèòüñÿ íà 8 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 15 äiëèòüñÿ íà 5“.

89. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ âèðàçiâ ¹ ëîãi÷íèìè ôîðìóëàìè
àëãåáðè âèñëîâëåíü“:

à) ((a ∧ b) ∨ (b→ c))→ d;

á) a ∨ b→ ab;

â) (a∧ → c) ∨ d;

ã) ((a ∨ c)b ∧ ∧d)→ c;

ä) (a→ b)→ (b→ a);

å) (a→ b)→ (b→ a)c.

90. Îïóñòèòè äóæêè â íàñòóïíèõ ëîãi÷íèõ ôîðìóëàõ:

à) ((((a ∨ b)→ (c ∧ d)))→ (a ∨ b));

á) ((ea)→ (((b ∧ c) ∧ (ed)) ∨ (b ∨ c)));

â) ((ea)↔ (((b ∧ c) ∧ (ed))↔ (b ∨ c)));

ã) ((ea)((b→ c)→ (d→ (a ∨ (ed))))).

91. Ñêëàñòè òàáëèöi iñòèííîñòi äëÿ òàêèõ ëîãi÷íèõ ôîðìóë:

à) (a→ b) ∨ ab;

á) a ∨ b→ (a↔ c);

â) ab→ a ∨ b;

ã) (a→ b)(b→ c)→ (a→ c);

ä) a→ (b→ c);

å) (a→ b)a→ a ∨ b;

¹) a(a ∨ b)↔ a;

æ) (a→ b)(b→ c)→ (a→ bc).
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92. Âñòàíîâèòè, äî ÿêîãî êëàñó íàëåæàòü òàêi ëîãi÷íi ôîðìóëè:

à) (a→ b)→ (ab→ bc);

á) (a→ b)→ (a ∨ c→ b ∨ c);

â) (ab→ c)↔ (a→ (b→ c));

ã) ((a ∨ b)↔ c)↔ (a→ b);

ä) pq(p ∨ q);

å) (p→ q)(p→ r)↔ (p→ r);

¹) (a→ (b→ c))→ ((a→ b)→ (a→ c));

æ) (a→ b)→ ((c→ b)→ (ac→ b)).

93. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ ëîãi÷íèõ ôîðìóë ðiâíîñèëüíi ìiæ
ñîáîþ: à) ab; á) ab; â) ab; ã) ab; ä) a∨b; å) a ∨ b; ¹) a ∨ b; æ) a ∨ b.

94. Äîâåñòè òàêi ðiâíîñèëüíîñòi ëîãi÷íèõ ôîðìóë:

à) ab ∨ b ≡ b→ a;

á) (a ∨ b)(a ∨ c)(a ∨ d) ≡ a ∨ bcd;

â) ab→ c ≡ a→ (b→ c);

ã) a→ bc ≡ (a→ b)(a→ c);

ä) ab→ c ≡ (a→ c) ∨ (b→ c);

å) ab ∨ ab ≡ (a ∨ b)(a ∨ b);

¹) (a↔ b)↔ c ≡ a↔ (b↔ c);

æ) a→ b ≡ a→ (a→ b);

ç) a→ (b→ c) ≡ a ∨ b ∨ c;

è) a(a ∨ b) ∨ b ≡ b;

i) ((a→ b)→ a)→ a ≡ T ;

¨) ab ∨ ab ≡ (a ∨ b)(a ∨ b).

95. Ïîêàçàòè, ùî ðîçäiëüíó äèç'þíêöiþ (
”
ðîçäiëüíå àáî“) a t b

ìîæíà âèðàçèòè ëîãi÷íîþ ôîðìóëîþ a t b ≡ a↔ b.
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96. Ñïðîñòèòè íàñòóïíi ëîãi÷íi ôîðìóëè:

à) (a ∨ b)(a ∨ b);
á) abc ∨ ab ∨ abc;
â) ab ∨ ac ∨ b ∨ c ∨ bc;
ã) abc ∨ abc;
ä) (a ∨ b ∨ c)(a ∨ b ∨ c);
å) abc ∨ abc;
¹) (a ∨ b ∨ c)(a ∨ bc);

æ) (ab ∨ a)(a ∨ ab);

ç) (ab ∨ abc)(a ∨ ab ∨ b);
è) abc ∨ abc ∨ abc ∨ ab;
i) (a→ b ∨ c)(ac);
¨) (ab ∨ a)(a(a ∨ b)→ b);

é) ab ∨ ab ∨ (a→ b);

ê) ab ∨ ac ∨ ac ∨ ab ∨ c;
ë) ab ∨ a ∨ b→ b ∨ a;

ì) a→ b→ b ∨ (a ∨ c→ b ∨ c);
í) (a→ b)↔ (a ∨ b);
î) ab↔ (a→ b);

ï) abc→ b→ ab;

ð) a→ (b→ ab)→ b;

ñ) (a→ b)b ∨ (b→ a) ∨ ab;
ò) (a→ b)(b→ a)→ (a→ (b→ a)).

97. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ôîðìóëè òîòîæíî iñòèííi:

à) ab→ a;

á) a→ a ∨ b;
â) a→ (b→ a);

ã) (a→ (b→ c))→ ((a→ b)→ (a→ c));
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ä) (a→ c)→ ((b→ c)→ (a ∨ b→ c));

å) (a→ b)→ ((a→ c)→ (a→ bc)).

98. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ:

à)
x+ b

(x+ 1)(x− 4)
= 0;

á)
x+ 2b

(x− b+ 1)x
= 0;

â)
(x+ 2b)(x− 3)

x− b
= 0.

99. Øòðèõîì Øåôôåðà (àáî íåñóìiñíiñòþ) äâîõ âèñëîâëåíü a
i b íàçèâà¹òüñÿ òàêå âèñëîâëåííÿ a|b (÷èòà¹òüñÿ

”
a íåñóìiñíî ç

b“), ÿêå õèáíå â òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè âèñëîâëå-
ííÿ a, b îäíî÷àñíî iñòèííi. Âèðàçèòè øòðèõ Øåôôåðà ÷åðåç
îñíîâíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè i ïîêàçàòè, ùî âñi
ëîãi÷íi îïåðàöi¨ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç öåé øòðèõ Øåôôåðà.

100. Äîâåñòè, ùî îñíîâíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ (∧, ∨, çàïåðå÷åííÿ, →,
↔) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç çàïåðå÷åííÿ i à) êîí'þíêöiþ, á) äè-
ç'þíêöiþ, â) iìïëiêàöiþ.

101. Ñèìâîëîì Ëóêàñåâè÷à äâîõ âèñëîâëåíü a i b íàçèâà¹òüñÿ
òàêå âèñëîâëåííÿ a ↓ b (÷èòà¹òüñÿ

”
íi a, íi b“), ÿêå iñòèííå

ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè âèñëîâëåííÿ a i b îäíî÷àñíî õèáíi.
Âèðàçèòè ñèìâîë Ëóêàñåâè÷à ÷åðåç îñíîâíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨
íàä âèñëîâëåííÿìè i ïîêàçàòè, ùî âñi îñíîâíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨
ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç öåé ñèìâîë Ëóêàñåâè÷à.

102. Ó ñïîðòèâíîìó êëóái òàêi ïðàâèëà: à) ÷ëåíè âîëåéáîëüíî¨ ñå-
êöi¨ çîáîâ'ÿçàíi âiäâiäóâàòè ñåêöiþ ïëàâàííÿ; á) íå ìîæíà
îäíî÷àñíî áóòè ÷ëåíîì øàõîâî¨ ñåêöi¨ òà ñåêöi¨ ïëàâàííÿ, íå
ïðèéìàþ÷è ó÷àñòi ó âîëåéáîëüíié ñåêöi¨; â) æîäåí ÷ëåí øàõî-
âî¨ ñåêöi¨ íå ìà¹ ïðàâà âiäâiäóâàòè âîëåéáîëüíó ñåêöiþ. Ñïðî-
ñòèòè ïåðåëi÷åíi ïðàâèëà.

103. Ïðè ñêëàäàííi ðîçêëàäó çàíÿòü íà ïîíåäiëîê áóëè âèñëîâëå-
íi òàêi ïîáàæàííÿ: à) ãåîìåòðiÿ � íà ïåðøó àáî äðóãó ïàðó;
á) àëãåáðà � íà ïåðøó àáî òðåòþ ïàðó; â) ôiçêóëüòóðà � íà
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äðóãó àáî òðåòþ ïàðó. ×è ìîæëèâî çàäîâîëüíèòè îäíî÷àñíî
âñi òðè ïîáàæàííÿ?

104. Òðüîõ ñòóäåíòiâ À, Á, Ñ çâèíóâà÷óþòü ó òîìó, ùî âîíè ïðè÷å-
òíi äî òîãî, ùî â ëàáîðàòîði¨ çiïñóâàëè ïðèëàä. Îáâèíóâà÷åíi
äàëè òàêi ñâiä÷åííÿ:
À:

”
Á âèííèé, à Ñ íåâèííèé“;

Ñ:
”
ß íåâèííèé, àëå õî÷à áè îäèí ç À àáî Á âèííèé“;

Á:
”
À íåâèííèé àáî Ñ âèííèé“.

×è cóìiñíi öi ñâiä÷åííÿ? Ïðèïóñòèâøè, ùî âñi ñâiä÷åííÿ ïðàâ-
äèâi, ç'ÿñóâàòè, õòî ç òðüîõ ñòóäåíòiâ âèíåí.

105. ×îòèðüîõ îñiá À, Á, Â, Ã, ÿêèõ çàïiäîçðèëè â ðîçêðàäàííi ìàé-
íà, çàòðèìàëà ìiëiöiÿ. Íà äîïèòi âîíè äàëè íàñòóïíi ñâiä÷åí-
íÿ:
À:

”
Öå çðîáèâ Á“;

Á:
”
Öå çðîáèâ Ã“;

Â:
”
Öå íå ÿ çðîáèâ“;

Ã:
”
Á áðåøå, ãîâîðÿ÷è, ùî öå çðîáèâ ÿ“.

Äîäàòêîâå ðîçñëiäóâàííÿ ïîêàçàëî, ùî ïðàâäó ñêàçàâ ëèøå
îäèí ç íèõ. Âèÿñíèòè, õòî çäiéñíèâ çëî÷èí i õòî ñêàçàâ ïðàâ-
äó.

106. Íà åêçàìåíi âèêëàäà÷ ïðîïîíó¹ ñòóäåíòó ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç âêà-
çàíèõ ï'ÿòè âèñëîâëåíü iñòèííi, à ÿêi õèáíi. Ñòóäåíò çíà¹, ùî
âèêëàäà÷ çàâæäè äà¹ áiëüøå iñòèííèõ âèñëîâëåíü, íiæ õè-
áíèõ, i íiêîëè íå çàäà¹ òðè âèñëîâëåííÿ ïiäðÿä, ÿêi âèìàãàþòü
îäíàêîâî¨ âiäïîâiäi. Ïî çìiñòó ïåðøîãî i îñòàííüîãî âèñëîâ-
ëåíü éîìó ÿñíî, ùî âiäïîâiäi íà íèõ ïîâèííi áóòè ïðîòèëå-
æíèìè. �äèíå âèñëîâëåííÿ, âiäïîâiäü íà ÿêå âií çíà¹ � öå
äðóãå, ùî ãàðàíòó¹ éîìó âiðíi âiäïîâiäi äî âñiõ ï'ÿòè âèñëîâ-
ëåíü. ßêèìè ïîâèííi áóòè âiäïîâiäi ñòóäåíòà?

107. * Âñòàíîâèòè1, ñêiëüêè iñíó¹ âñiõ áiíàðíèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié,
÷åðåç ÿêi ìîæíà âèðàçèòè âñi îñíîâíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ (äâi ç
íèõ Âàì óæå âiäîìi � öå øòðèõ Øåôôåðà i ñèìâîë Ëóêàñå-
âè÷à).

1Âïðàâè, âiäìi÷åíi çiðî÷êîþ, ¹ çíà÷íî âàæ÷èìè, ñêëàäíiøèìè äëÿ ðîçâ'ÿçà�

ííÿ, à äåÿêi ç íèõ ìîæóòü íîñèòè íàâiòü õàðàêòåð ïðîáëåì.
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108. � òðè ó÷àñíèêè À, Á, Â òàêî¨ ãðè. Â îäíié iç äâîõ øóõëÿä
ñõîâàíà ïåâíà ði÷, i áiëÿ êîæíî¨ ç öèõ øóõëÿä ¹ ïî îäíîìó
ó÷àñíèêó: áiëÿ ïåðøî¨ øóõëÿäè ó÷àñíèê À, à áiëÿ äðóãî¨ �
ó÷àñíèê Á. Îáèäâà ó÷àñíèêè À i Á çíàþòü, â ÿêié iç öèõ äâîõ
øóõëÿä ñõîâàíà ði÷, àëå îäèí ç íèõ ãîâîðèòü ëèøå ïðàâäó, à
äðóãèé ëèøå íåïðàâäó. Ó÷àñíèê Â ïðî öå çíà¹. Éîìó ïðîïî-
íó¹òüñÿ çàäàòè ëèøå îäíå çàïèòàííÿ îäíîìó ç ó÷àñíèêiâ À, Á
òàêå, ùîá ç îòðèìàíî¨ âiäïîâiäi ó âèãëÿäi

”
òàê“ ÷è

”
íi“ âií

çìiã áè äiçíàòèñÿ, â ÿêié æå øóõëÿäi ìiñòèòüñÿ ñõîâàíà ði÷.
ßê ó÷àñíèêó Â ñôîðìóëþâàòè ïèòàííÿ, ùîá ñïðàâèòèñÿ ç ïî-
ñòàâëåíèì çàâäàííÿì?

109. Â îäíié ç ãàçåòíèõ çàìiòîê ðîçïîâiäà¹òüñÿ ïðî çëîäiéñòâà ãðó-
ïè çëîäi¨â. Ñïðîñòèòè îäíå iç âèñëîâëåíü, ÿêå ðîçìiùåíî â ïî-
âiäîìëåííi.

”
... çëîäi¨ íå âiä÷óâàëè áè ñåáå òàê óïåâíåíî, ÿêáè

ïðàâîîõîðîíöi íå âiäìi÷àëè, ùî ñëiäiâ çëîäiéñòâà íà îá'¹êòàõ
... íå âèÿâëåíî ...“.
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1.7 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

� 84.

á), å) � õèáíi âèñëîâëåííÿ, ä) � iñòèííå âèñëîâëåííÿ, à), ã),
¹), ç), è) � âèñëîâëåííÿ, iñòèííîñíå çíà÷åííÿ ÿêèõ çàëåæèòü âiä
äîäàòêîâèõ óìîâ.

� 85.

à) {−1;−2}, á) {2; 3}, â {−4;−3}, ã) {2kπ|k ∈ Z}, ä) [−2; 2),
å) [−2; 3) ∪ (3; 7], ¹) [1; 5).

� 86.

a=
”
ß âèâ÷àþ àíãëiéñüêó ìîâó“; b=

”
ß âèâ÷àþ íiìåöüêó ìîâó“;

ëîãi÷íà çâ'ÿçêà
”
àáî“;

ä) a=
”
18
...3“; b=

”
18
...2“; c=

”
18
...5“; ëîãi÷íi çâ'ÿçêè

”
ÿêùî ... òî“,

”
i“.
� 87.

à) a ∨ b=
”
äàíå ÷èñëî öiëå àáî äîäàòíå“;

å) ac → d=
”
ÿêùî äàíå ÷èñëî öiëå i ïðîñòå òî âîíî íå äiëèòüñÿ

íà 2“; è) abc∨d=
”
äàíå ÷èñëî öiëå, ïðîñòå i äîäàòíå àáî äiëèòüñÿ íà

2“.
� 88.

Iñòèííi: à), á), ã), å); õèáíi: á), ¹).
� 89. a), â), ä), å).
� 90.

à) a ∨ b→ cd→ a ∨ b;
á) a→ bcd ∨ b ∨ c;
â) a↔ (bcd↔ b ∨ c);
ã) a(b→ c→ (d→ a ∨ d)).
� 92.

Iñòèííi: á), â), ¹), æ); íåéòðàëüíi à), ã), ä), å).
� 93.

à) ðiâíîñèëüíî ä); á) ðiâíîñèëüíî å) i ðiâíîñèëüíî æ); â) ðiâíî-
ñèëüíî ¹).

� 94.

Âêàçiâêà. Ðiâíîñèëüíiñòü ôîðìóë ìîæíà äîâåñòè øëÿõîì ñêëà-
äàííÿ ¨õ òàáëèöü iñòèííîñòi àáî øëÿõîì ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü
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öèõ ôîðìóë, âèêîðèñòàâøè âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié. Çàñòî-
ñóâàâøè ðiâíîñèëüíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî, íàïðèêëàä, òàêi äî-
âåäåííÿ äëÿ ðiâíîñèëüíîñòåé à), ã), æ), i):

à) ab ∨ b ≡ (a ∨ b)(b ∨ b) ≡ (a ∨ b)T ≡ a ∨ b ≡ b ∨ a ≡ b→ a;
ã) a→ bc ≡ (a ∨ bc) ≡ (a ∨ b)(a ∨ c) ≡ (a→ b)(a→ c);
æ) a → b ≡ a ∨ b ≡ (a ∨ a) ∨ b ≡ a ∨ (a ∨ b) ≡ a ∨ (a → b) ≡ a →

→ (a→ b);

i) ((a→ b)→ a)→ a ≡ (a→ b)→ a∨a ≡ a→ b ∨ a∨a ≡ (a→ b∧
∧ a) ∨ a ≡ ((a → b) ∧ a) ∨ a ≡ (a ∨ b)a ∨ a ≡ a a ∨ ba ≡ a ≡ (a ∨ a) ∨
∨ ba ≡ T ∨ ba ≡ T.

� 95.
Âêàçiâêà. Ïîðiâíÿòè òàáëèöi iñòèííîñòi ôîðìóë a t b, a↔ b.
� 96.
a) a; á) a; â) a ∨ b ∨ c; ã) bc; ä) a ∨ b; å) a(bc ∨ bc); ¹) a; æ) ab; ç)

a; è) a; i) F ; ¨) F ; é) T ; ê) a ∨ c; ë) a→ b; ì) ac→ b; í) b; î) b↔ a;
ï) T ; ð) T ; ñ) a ∨ b; ò) ab.

� 97.
Âêàçiâêà. Äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè ìåòîäîì ñêëàäàííÿ òà-

áëèöü iñòèííîñòi àáî ìåòîäîì ñïðîùåííÿ. Ìåòîä ñïðîùåííÿ äëÿ
ôîðìóë à), â), ä) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

à) ab→ a ≡ ab∨a ≡ (a∨b)∨a ≡ a∨(a∨b) ≡ (a∨a)∨b ≡ T ∨b ≡ T ;
â) a→ (b→ a) ≡ a ∨ (b→ a) ≡ a ∨ (b ∨ a) ≡ (b ∨ a) ∨ a ≡ b ∨ (a ∨

∨ a) ≡ b ∨ T ≡ T ;
ä) (a → c) → ((b → c) → (a ∨ b → c)) ≡ a→ c ∨ (b→ c ∨ (a ∨ b ∨

∨c)) ≡ a ∨ c∨(b ∨ c∨(ab∨c)) ≡ a∧c∨(bc∨(ab∨c)) ≡ ac∨bc∨ab∨c ≡ (a∨
∨ b)c∨ c∨ ab ≡ (a∨ b∨ c)(c∨ c)∨ ab ≡ (a∨ b∨ c)T ∨ ab ≡ (a∨ b∨ c)∨
∨ab ≡ (a∨ b∨ c∨a)(a∨ b∨ c∨ b) ≡ ((a∨a)∨ (b∨ c))((a∨ c)∨ (b∨ b)) ≡
≡ (T ∨ (b ∨ c))((a ∨ c) ∨ T ) ≡ T ∧ T ≡ T.

� 99.
a|b ≡ ab; a ≡ a|a; ab ≡ (a|b)|(a|b); a ∨ b ≡ (a|a)|(b|b); a → b ≡

≡ ((a|a)|(a|a))|(b|b); a↔ b ≡ ((((a|a)|(a|a))|(b|b))|(((b|b)|(b|b))|(a|a)))|
|((((a|a)|(a|a))|(b|b))|(((b|b)|(b|b))|(a|a))).

� 100.
à) çàïåðå÷åííÿ, ∧: a ∧ b; a ∨ b ≡ a ∧ b; a → b ≡ a ∧ b; a ↔ b ≡

≡ (a ∧ b)(b ∧ a).

á) çàïåðå÷åííÿ: ∨. a ∨ b; a ∧ b ≡ a ∨ b; a → b ≡ a ∨ b; a ↔ b ≡
≡ (a ∨ b) ∨ (a ∨ b).
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â) çàïåðå÷åííÿ: →. a ∧ b ≡ a→ b; a ∨ b ≡ a → b; a ↔ b ≡
≡ (a→ b)→ (b→ a)

� 101.

a ↓ b ≡ a ∨ b; a ≡ a ↓ a; ab ≡ (a ↓ a) ↓ (b ↓ b); a ∨ b ≡ (a ↓ b) ↓ (a ↓
b); a→ b ≡ ((a ↓ a) ↓ b) ↓ ((a ↓ a) ↓ b); a↔ b ≡ ((((a ↓ a) ↓ b) ↓ ((a ↓
a) ↓ b)) ↓ (((a ↓ a) ↓ b) ↓ ((a ↓ a) ↓ b))) ↓ ((((b ↓ b) ↓ a) ↓ ((b ↓ b) ↓
a)) ↓ (((b ↓ b) ↓ a) ↓ ((b ↓ b) ↓ a))).

� 102.
×ëåíè øàõîâî¨ ñåêöi¨ íå ìàþòü ïðàâà âiäâiäóâàòè íi âîëåéáîëüíó

ñåêöiþ íi ñåêöiþ ïëàâàííÿ, à ÷ëåíè âîëåéáîëüíî¨ ñåêöi¨ çîáîâ'ÿçàíi
âiäâiäóâàòè ñåêöiþ ïëàâàííÿ. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè òàêi ïðîñòi âè-
ñëîâëåííÿ: V=

”
×ëåí êëóáó âiäâiäó¹ âîëåéáîëüíó ñåêöiþ“; S=

”
×ëåí

êëóáó âiäâiäó¹ ñåêöiþ ïëàâàííÿ“; Sh=
”
×ëåí êëóáó âiäâiäó¹ øàõîâó

ñåêöiþ“. Òîäi çãiäíî óìîâè îòðèìà¹ìî òðè âèñëîâëåííÿ à) V → S;
á) Sh ∧ S → V ; â) Sh → V , ç ÿêèõ ñëiä ñêëàñòè êîí'þíêöiþ òà
ñïðîñòèòè ¨¨.

� 103.

Çàäîâîëüíèòè ìîæíà äâîìà ñïîñîáàìè: à) àëãåáðà � íà ïåðøó
ïàðó, ãåîìåòðiÿ � íà äðóãó ïàðó, ôiçêóëüòóðà íà òðåòþ ïàðó; á) ãåî-
ìåòðiÿ � íà ïåðøó ïàðó, ôiçêóëüòóðà � íà äðóãó ïàðó, àëãåáðà íà
òðåòþ ïàðó.Âêàçiâêà. Ââåñòè ïîçíà÷åííÿ äëÿ âèñëîâëåíü: Ai=”

àë-
ãåáðà íà i-òó ïàðó“, Gi=”

ãåîìåòðiÿ íà i-òó ïàðó“, Fi=”
ôiçêóëüòóðà

íà i-òó ïàðó“, äå i = 1, 2, 3. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ëîãi÷íó ôîðìó-
ëó (G1 ∨G2)(A1 ∨A3)(F2 ∨ F3), ÿêà î÷åâèäíî ðiâíîñèëüíà ôîðìóëi
A1G2F3 ∨G1F2A3.

� 104.

Ñâiä÷åííÿ ñóìiñíi; âèííèì ¹ ñòóäåíò B. Âêàçiâêà. Ââåñòè ïî-
çíà÷åííÿ âèäó x=

”
ñòóäåíò X âèíåí“. Â ðåçóëüòàòi äîñëiäèòè ôîð-

ìóëó Φ = (BC)(C(A ∨B))(A ∨ C).
� 105.

Ïðàâäó ñêàçàâ Ã, à çëî÷èí çäiéñíèâ Â.
� 106.

Ââåñòè ïîçíà÷åííÿ Bi=”
i-òà âiäïîâiäü ïðàâèëüíà“. Òîäi ñòó-

äåíò ìîæå äàòè òàêèé ¹äèíèé âàðiàíò ïðàâèëüíèõ âiäïîâiäåé:
B1B2B3B4B5.

� 108.

Îäèí iç âàðiàíòiâ ôîðìóëþâàííÿ çàïèòàííÿ ó÷àñíèêà Â:
”
×è ¹
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Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ

iñòèíîþ òå, ùî ó øóõëÿäi, áiëÿ ÿêî¨ òè ñòî¨ø, çíàõîäèòüñÿ ïðåäìåò,
åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî òè çàâæäè ãîâîðèø ïðàâäó?“ Ïðè âiäïîâiäi

”
Òàê!“ â øóõëÿäi ¹ ïðåäìåò, à ïðè âiäïîâiäi

”
Íi!“ � íåìà.
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Çàñòîñóâàííÿ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ àëãåáðè âèñëîâëåíü äî

ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü

2 Çàñòîñóâàííÿ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ àëãåáðè

âèñëîâëåíü äî ôîðìóëþâàííÿ òà äîâå�

äåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü

1. Äåÿêi ëîãi÷íi çàêîíè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ â ìàòåìàòèöi.
2. Ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ; óìîâà i âèñíîâîê òåîðåìè; ïðîñòi òà ñêëà-

äíi òåîðåìè.
3. Ãðóïà âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ âèñëîâëåíü; ïðÿìà i îáåðíåíà òåî-

ðåìè òà ïðîòèëåæíi äî íèõ òåîðåìè; êðèòåðiàëüíà òåîðåìà.
4. Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè.
5. Ïðÿìi òà íåïðÿìi ìåòîäè äîâåäåííÿ òåîðåì; ìåòîä äîâåäåííÿ

âiä ñóïðîòèâíîãî.
6. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâ.
7. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

2.1 Äåÿêi ëîãi÷íi çàêîíè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ â ìà�

òåìàòèöi

1. ßê óæå âiäìi÷àëîñÿ â ïîïåðåäíié òåìi, àëãåáðà âèñëîâëåíü
ìà¹ øèðîêi çàñòîñóâàííÿ ÿê â ðiçíèõ ãàëóçÿõ çíàíü, òàê i â ïðà-
êòè÷íié äiÿëüíîñòi ëþäñòâà. Â äàíié òåìi çóïèíèìîñÿ ëèøå íà ðîç-
ãëÿäi îäíîãî iç çàñòîñóâàíü àëãåáðè âèñëîâëåíü � öå âèêîðèñòàííÿ
äåÿêèõ ¨¨ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ â ìàòåìàòèöi ïðè ôîðìóëþâàííi òà äî-
âåäåííi ìàòåìàòè÷íèõ òåîðåì, òâåðäæåíü.

Ñåðåä ëîãi÷íèõ ôîðìóë àëãåáðè âèñëîâëåíü îñîáëèâó ðîëü âiäi-
ãðàþòü òîòîæíî iñòèííi òà òîòîæíî õèáíi ôîðìóëè. Îñêiëüêè ìiæ
òîòîæíî iñòèííèìè i òîòîæíî õèáíèìè ôîðìóëàìè iñíó¹ òiñíèé âçà-
¹ìîçâ'ÿçîê, ÿêèé âiäìi÷àâñÿ ðàíiøå ó âèãëÿäi ëîãi÷íèõ åêâiâàëåí-
òíîñòåé

Φ ≡ T ⇔ Φ ≡ F ;

Φ ≡ F ⇔ Φ ≡ T,

äå Φ � ëîãi÷íà ôîðìóëà, òî äîñèòü, íàïðèêëàä, äîñëiäæóâàòè ëèøå
òîòîæíî iñòèííi ôîðìóëè (òàâòîëîãi¨).

Ñàìå òàâòîëîãi¨ ¹ äæåðåëîì óòâîðåííÿ òàê çâàíèõ ëîãi÷íèõ çà�
êîíiâ àëãåáðè âèñëîâëåíü. Âàæëèâiñòü öèõ çàêîíiâ ïîëÿãà¹ â òîìó,
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Äåÿêi ëîãi÷íi çàêîíè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ â ìàòåìàòèöi

ùî çà äîïîìîãîþ íèõ âñòàíîâëþþòüñÿ ïðàâèëà óòâîðåííÿ ïðàâèëü-
íèõ óìîâèâîäiâ, ïðàâèëüíèõ ôîðì ìiðêóâàíü, ÿêi íå çàëåæàòü íi âiä
êîíêðåòíèõ âèñëîâëåíü, íi âiä ¨õ çìiñòîâèõ iñòèííîñíèõ çíà÷åíü.
Ñàìå çà äîïîìîãîþ íèõ çäiéñíþþòü äîâåäåííÿ òèõ ÷è iíøèõ ìàòå-
ìàòè÷íèõ òâåðäæåíü (òîáòî âñòàíîâëþþòü ¨õ iñòèííiñòü íà îñíîâi
iñòèííîñòi iíøèõ âiäîìèõ ÷è çàäàíèõ òâåðäæåíü).

2. Áåçïåðå÷íî, ùî ñåðåä òàâòîëîãié àëãåáðè âèñëîâëåíü ìîæíà
âiäiáðàòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè òó ÷è iíøó ñóêóïíiñòü òîòîæíî iñòèí-
íèõ ôîðìóë i íàçâàòè ¨õ ëîãi÷íèìè çàêîíàìè. ßê ïðàâèëî, íàìà-
ãàþòüñÿ âèáðàòè iç òàâòîëîãié i íàçâàòè ¨õ ëîãi÷íèìè çàêîíàìè òà-
êi òàâòîëîãi¨, ÿêi íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ
ïðàâèëüíèõ ôîðì óìîâèâîäiâ, ìiðêóâàíü ïðè äîâåäåííi ìàòåìàòè-
÷íèõ òâåðäæåíü, ÿêi íå çàëåæàòü âiä êîíêðåòíèõ âèñëîâëåíü i íî-
ñÿòü çàãàëüíèé õàðàêòåð.

Ïðî ëîãi÷íi çàêîíè ìîæíà âèñëîâèòè i òàêó äóìêó: ëîãi÷íèé
çàêîí � öå ïî ñóòi ëîãi÷íà ñõåìà äîâåäåííÿ òîãî ÷è iíøîãî
òâåðäæåííÿ, öå ïëàí ïîáóäîâè àëãîðèòìó îòðèìàííÿ iñòèí�
íîãî ðåçóëüòàòó íà îñíîâi ïåâíèõ äàíèõ.

3. Íàâåäåìî íèæ÷å äåÿêi ç íàéáiëüø âèêîðèñòîâóâàíèõ ëîãi÷íèõ
çàêîíiâ.

1. Çàêîí òîòîæíîñòi: |= (a → a). Äîâiëüíå âèñëîâëåííÿ ¹ ëî-
ãi÷íèì íàñëiäêîì ñàìîãî ñåáå. Äî ðå÷i, öåé çàêîí ñòàâ îäíi¹þ
ç êðèëàòèõ ôðàç âiäîìîãî óêðà¨íñüêîãî ïîëiòèêà:

”
Ìà¹ìî òå,

ùî ìà¹ìî“.

2. Çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ: |= (a↔ a), àáî òå æ ñàìå,
ùî (a ≡ a) ÷è (a⇔ a). Çàïåðå÷åííÿ çàïåðå÷åííÿ âèñëîâëåííÿ
ðiâíîñèëüíå ñàìîìó âèñëîâëåííþ.

3. Çàêîí ïðîòèði÷÷ÿ: |= (a ∧ a). Íåïðàâèëüíî ¹ òå, ùî îäíî÷à-
ñíî iñòèííi äâà ïðîòèëåæíèõ âèñëîâëåííÿ. Íàïðèêëàä,

”
íå-

ïðàâèëüíî, ùî äàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 9 i íå äi-
ëèòüñÿ íà 9“. Öåé çàêîí, âiäìiòèìî, íàäçâè÷àéíî âàæëèâèé â
òåîðåòè÷íèõ ðîçðîáêàõ. Àäæå ÿêùî âäàëîñÿ âñòàíîâèòè, ùî
ìàþòü ìiñöå äâà âèñëîâëåííÿ, ÿêi ñóïåðå÷àòü îäíå îäíîìó, òî
òàêå äîñëiäæåííÿ ìiñòèòü ïðîòèði÷÷ÿ i éîãî ñëiä âiäêèíóòè.
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Çàñòîñóâàííÿ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ àëãåáðè âèñëîâëåíü äî

ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü

4. Çàêîí âèêëþ÷åííÿ òðåòüîãî: |= (a ∨ a). Çàâæäè ìà¹ ìi-
ñöå äàíå âèñëîâëåííÿ àáî éîãî çàïåðå÷åííÿ. Íàïðèêëàä,

”
÷è-

ñëî 22007 + 5 äiëèòüñÿ íà 33 àáî íå äiëèòüñÿ íà 33“ � iñòèííå
âèñëîâëåííÿ, õî÷à â äàíié ñèòóàöi¨ ìè íå çíà¹ìî, iñòèííå ÷è
õèáíå âèñëîâëåííÿ

”
÷èñëî 22007 + 5 äiëèòüñÿ íà 33“ àáî éîãî

çàïåðå÷åííÿ.

5. Çàêîí ñèëîãiçìó: |= (a → b) ∧ (b → c) → (a → c).
ßêùî ç ïåðøîãî âèñëîâëåííÿ ñëiäó¹ äðóãå, à ç äðóãîãî � òðå-
ò¹, òî ç ïåðøîãî ñëiäó¹ òðåò¹. Äàíèé çàêîí äà¹ ìîæëèâiñòü
ïðè äîâåäåííi òâåðäæåíü âèêîðèñòîâóâàòè ëàíöþæêè âèñíîâ-
êiâ äîâiëüíî¨ äîâæèíè. Íàïðèêëàä, ëåãêî äîâîäèòüñÿ ñïðàâå-
äëèâiñòü iìïëiêàöi¨

”
ÿêùî ïðè äiëåííi íà 9 íàòóðàëüíå ÷èñëî

äà¹ îñòà÷ó 1, òî i êâàäðàò öüîãî ÷èñëà ïðè äiëåííi íà 9 äà¹
îñòà÷ó 1“. Âèêîðèñòàâøè êiëüêà ðàçiâ çàêîí ñèëîãiçìó, íåâàæ-
êî äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü iìïëiêàöi¨,

”
ÿêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî

n ïðè äiëåííi íà 9 äà¹ îñòà÷ó 1, òî i n32 ïðè äiëåííi íà 9 äà¹
îñòà÷ó 1“.

6. Çàêîí êîíòðàïîçèöi¨: |= ((a→ b)→ (b→ a)). ßêùî ç óìîâè
a âèïëèâà¹ íàñëiäîê b, òî çàïåðå÷åííÿ a öi¹¨ óìîâè ¹ íàñëiä-
êîì çàïåðå÷åííÿ b“). Öåé çàêîí çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðè ðîçãëÿäi
ïðÿìî¨ òåîðåìè i îáåðíåíî¨ äî ïðîòèëåæíî¨ òåîðåìè (âiäïîâiä-
íi òåðìiíè äèâ. äàëi). Â ïiäòâåðäæåííÿ âèêîðèñòàííÿ öüîãî
çàêîíó êîíòðàïîçèöi¨ íàâåäåìî òàêå ìiðêóâàííÿ:

”
âiäîìî, ùî

íàòóðàëüíå ÷èñëî ìà¹ îñòàííþ öèôðó íóëü, ÿêùî âîíî äiëè-
òüñÿ íà 2 i íà 5; òîìó ÿêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî íå ìà¹ îñòàííüî¨
öèôðè íóëü â ñâî¹ìó çàïèñi, òî íåïðàâèëüíî, ùî âîíî äiëèòüñÿ
íà 2 i íà 5“. Iñòèííiñòü öüîãî ìiðêóâàííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà çà-
ñòîñóâàííi çàêîíó êîíòðàïîçèöi¨.

7. Modus ponens (ñòâåðäæóâàëüíèé ìîäóñ): |= (a ∧ (a →
→ b)→ b). Ç iñòèííîñòi iìïëiêàöi¨ òà ¨¨ óìîâè âèïëèâà¹ âèñíî-
âîê. Äàíèé çàêîí øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ â ëîãi÷íèõ ìiðêóâà-
ííÿõ, â ðiçíîìàíiòíèõ äîâåäåííÿõ. Íàïðèêëàä, â ìiðêóâàííÿõ
âèäó

”
ïðîñòå ÷èñëî, ÿêå áiëüøå çà 2, íåïàðíå; 11 ¹ ïðîñòå ÷è-

ñëî, ÿêå áiëüøå çà 2; òîìó 11 � íåïàðíå ÷èñëî“ âèêîðèñòàíî
çàêîí modus ponens.
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Ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ; óìîâà i âèñíîâîê òåîðåìè; ïðîñòi òà ñêëàäíi

òåîðåìè

8. Modus tollens (çàïåðå÷óâàëüíèé ìîäóñ): |= (b∧(a→ b)→
→ a). Ç iñòèííîñòi iìïëiêàöi¨ òà õèáíîñòi ¨¨ âèñíîâêó âèïëèâà¹
õèáíiñòü ¨¨ óìîâè. Äàíèé çàêîí øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â
ñõåìàõ äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Íàïðèêëàä, ó ìiðêóâàí-
íÿõ âèäó

”
ÿêùî ñóìà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà äiëèòüñÿ íà

9, òî i ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 9; ÷èñëî 20576 íå äiëèòüñÿ íà 9; òîìó
ñóìà öèôð öüîãî ÷èñëà 20576 íå äiëèòüñÿ íà 9“ âèêîðèñòàíî
çàêîí modus tollens.

4. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî âñi íàâåäåíi âèùå âiñiì ëîãi÷íèõ çàêî-
íiâ ¹ ñïðàâäi òàâòîëîãiÿìè, òîáòî òîòîæíî iñòèííèìè ôîðìóëàìè,
ìîæíà ïðîâåñòè çà äîïîìîãîþ ñêëàäàííÿ âiäïîâiäíèõ ¨ì òàáëèöü
iñòèííîñòi àáî çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé ëîãi÷íèõ îïåðàöié ìî-
æíà ñïðîñòèòè öi çàêîíè äî ôîðìóëè âèäó T (iñòèíà). Ïîêàæåìî,
íàïðèêëàä, äëÿ çàïåðå÷óâàëüíîãî ìîäóñà, ùî (b ∧ (a → b)) → a ≡
≡ T . Äiéñíî, çàñòîñóâàâøè âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié, îòðèìà-
¹ìî: (b ∧ (a → b)) → a ≡ b ∧ (a ∨ b) ∨ a ≡ (b ∨ a ∨ b) ∨ a ≡ (b ∨
∨ ab)∨ a ≡ (b∨ ab)∨ a ≡ (ab∨ b)∨ a ≡ ab∨ (b∨ a) ≡ (a∨ b∨ a)(b∨ b∨
∨ a) ≡ ((a∨ a)∨ b)((b∨ b)∨ a) ≡ (T ∨ b)(T ∨ a) ≡ TT ≡ T , ùî i òðåáà
áóëî ïîêàçàòè.

2.2 Ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ; óìîâà i âèñíîâîê òåîðå�

ìè; ïðîñòi òà ñêëàäíi òåîðåìè

1. Â ïîïåðåäíié òåìi íàìè ðîçãëÿäàâñÿ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ëî-
ãi÷íèìè ôîðìóëàìè, ÿêèé ñïî÷àòêó áóâ ââåäåíèé ó âèãëÿäi ðiâíî-
ñèëüíîñòi Φ1 ≡ Φ2 ëîãi÷íèõ ôîðìóë Φ1 i Φ2. Äëÿ çðó÷íîñòi ôîðìó-
ëþâàíü ðiçíîìàíiòíèõ òâåðäæåíü íàìè áóâ ââåäåíèé íà ñòîðiíöi 31
ìåòàñèìâîë ⇔, ÿêèé áóâ íàçâàíèé ëîãi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ.
Çàïèñ âèäó A ⇔ B âêàçó¹ íà çâ'ÿçîê ìiæ âèñëîâëþâàëüíèìè ðå-
÷åííÿìè À, Â, ÿêèé îçíà÷à¹ ëîãi÷íó åêâiâàëåíòíiñòü ìiæ À òà Â
ÿê ïåâíó òåîðåìó, iñòèííîñíèé ñìèñë ÿêî¨ îçíà÷à¹, ùî åêâiâàëåíöiÿ
A ↔ B iñòèííà, òîáòî A ↔ B ≡ T àáî |= (A ↔ B), ùî ìîæíà âè-
ðàçèòè i ó âèãëÿäi çâè÷àéíî¨ ðiâíîñèëüíîñòi A ≡ B, ÿêà ìà¹ ìiñöå
äëÿ À i Â.

2. Ïîðÿä ç ëîãi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ ÿê çâ'ÿçîê ìiæ ëîãi÷íèìè
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ôîðìóëàìè ââîäèòüñÿ i òàê çâàíå ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ ìiæ íèìè.
Âiäïîâiäíèé ìåòàñèìâîë, ùî âæèâà¹òüñÿ äëÿ ëîãi÷íîãî ñëiäóâàííÿ,
ìà¹ òàêèé âèãëÿä: ⇒. Âiäïîâiäíå îçíà÷åííÿ éîãî òàêå: ç ôîðìóëè
Φ1 ëîãi÷íî ñëiäó¹ ôîðìóëà Φ2 àáî, ùî òåæ ñàìå, ôîðìóëà Φ2

¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ôîðìóëè Φ1, ÿêùî iìïëiêàöiÿ Φ1 → Φ2

¹ òàâòîëîãi¹þ.
Ñèìâîëi÷íî ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ ôîðìóë ìîæíà ïîäàòè òàê:

(Φ1 ⇒ Φ2)
df⇐⇒ Φ2 ¹ íàñëiäêîì Φ1

df⇐⇒|= (Φ1 → Φ2) ⇔ (Φ1 →
→ Φ2) ≡ T .

Ìiæ ëîãi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ, ðiâíîñèëüíiñòþ òà ëîãi÷íèì ñëi-
äóâàííÿì ëîãi÷íèõ ôîðìóë iñíó¹ òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê, ÿêèé âèðà-
æà¹òüñÿ ñèìâîëi÷íî ó òàêié ôîðìi:

Φ1 ⇒ Φ2 i Φ2 ⇒ Φ1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Φ1 ⇔ Φ2;
Φ1 ⇒ Φ2 i Φ2 ⇒ Φ1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Φ1 ≡ Φ2.

3. Âiäîìî, ùî âèâ÷åííÿ, äîñëiäæåííÿ òîãî ÷è iíøîãî ðîçäiëó ìà-
òåìàòèêè íà àêñiîìàòè÷íié îñíîâi ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç ðîçãëÿäó áàçè
äàíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨. Â öþ áàçó âõîäÿòü ïåðâiñíi, òîáòî ïî-
÷àòêîâi, íåîçíà÷óâàíi ïîíÿòòÿ ïðî îá'¹êòè òåîði¨ òà äåÿêi çâ'ÿçêè
ìiæ íèìè. Êðiì òîãî, äà¹òüñÿ ïåðåëiê àêñiîì (òâåðäæåíü ïðî öi ïî-
íÿòòÿ òà çâ'ÿçêè ìiæ íèìè). Öi àêñiîìè ïðèéìàþòü áåç äîâåäåííÿ,
i ïî ñóòi âîíè ¹ íåÿâíèìè îçíà÷åííÿìè ïåðâiñíèõ ïîíÿòü òà çâ'ÿç-
êiâ ìiæ íèìè. Ïiñëÿ ââåäåííÿ áàçè òåîði¨ ïî÷èíà¹ìî áóäóâàòè ñàìó
òåîðiþ. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿäàþòüñÿ íîâi, áiëüø ñêëàäíiøi ïîíÿò-
òÿ íà îñíîâi ïåðâiñíèõ i äîñëiäæóþòüñÿ ¨õ âëàñòèâîñòi, ââîäÿòüñÿ
ïåâíi òâåðäæåííÿ ïðî íèõ. Iñòèííiñòü ÷è õèáíiñòü öèõ òâåðäæåíü,
âèñëîâëåíü âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ àêñiîì, ïîïåðåäíüî âñòà-
íîâëåíèõ iñòèííèõ âèñëîâëåíü òà çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ.
Òàêi òâåðäæåííÿ, iñòèííiñòü ÿêèõ âñòàíîâëåíà óêàçàíèì âèùå ÷è-
íîì, íàçèâàþòüñÿ òåîðåìàìè äàíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Òåîðåìà � öå òàêå òâåðäæåííÿ, iñòèí�
íiñòü ÿêîãî ëîãi÷íî âèïëèâà¹ ç àêñiîì, ÿêi ïðèéìàþòüñÿ áåç äî�
âåäåííÿ, ðàíiøå äîâåäåíèõ òåîðåì òà âèêîðèñòàííÿ ïðàâèëüíèõ
ôîðì ìiðêóâàíü, òîáòî ëîãi÷íèõ çàêîíiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè � öå, ïî ñóòi, ñêií÷åííà
ïîñëiäîâíiñòü àêñiîì òåîði¨, ðàíiøå äîâåäåíèõ òåîðåì òà ëîãi÷íèõ
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òåîðåìè

çàêîíiâ, ùî çâ'ÿçóþòü ¨õ; êiíåöü öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi � öå âèñíîâîê
ïðî òåîðåìó.

4. Êîæíó òåîðåìó, ÿê ïðàâèëî, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi iñòèí-
íî¨ iìïëiêàöi¨, ùî çâ'ÿçó¹ äâà âèñëîâëåííÿ. Öå ñèìâîëi÷íî ìîæíà
çîáðàçèòè çàïèñîì |= (ϕ→ ψ), äå âèñëîâëåííÿ ϕ íàçèâà¹òüñÿ óìî�
âîþ òåîðåìè, à âèñëîâëåííÿ ψ � ¨¨ ëîãi÷íèì âèñíîâêîì. Âèêî-
ðèñòàâøè ââåäåíå âèùå ïîíÿòòÿ ëîãi÷íîãî ñëiäóâàííÿ, ñèìâîëi÷íèé
çàïèñ òåîðåìè ìîæíà ïîäàòè ó ôîðìi ϕ ⇒ ψ ëîãi÷íîãî ñëiäóâàííÿ
íàñëiäêó ψ ç óìîâè ϕ.

Íàïðèêëàä, òåîðåìó
”
Äiàãîíàëi ðîìáà âçà¹ìíî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíi“ ìîæíà ïåðåôðàçóâàòè òàê:
”
ßêùî ïàðàëåëîãðàì � ðîìá, òî

éîãî äiàãîíàëi âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi“. Ïîçíà÷èâøè óìîâó äàíî¨
òåîðåìè ÷åðåç ϕ =

”
Ïàðàëåëîãðàì � ðîìá“, à ëîãi÷íèé âèñíîâîê ÷å-

ðåç ψ =
”
Äiàãîíàëi öüîãî ïàðàëåëîãðàìà âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi“,

îòðèìà¹ìî ñèìâîëi÷íèé çàïèñ öi¹¨ òåîðåìè ó âèãëÿäi ëîãi÷íîãî ñëi-
äóâàííÿ ϕ⇒ ψ.

Î÷åâèäíî, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè |= (ϕ→ ψ) ïîëÿãàòèìå â òîìó,
ùî ïîòðiáíî ïîêàçàòè ñïðàâåäëèâiñòü òàêî¨ ðiâíîñèëüíîñòi: (ϕ →
→ ψ) ≡ T .

5. Òåîðåìè ìîæíà óìîâíî ïîäiëèòè íà ïðîñòi i ñêëàäíi.

Îçíà÷åííÿ 2.2.3. Òåîðåìà íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ, ÿêùî ¨¨ óìî�
âà i âèñíîâîê � ïðîñòi âèñëîâëåííÿ; â ïðîòèâíîìó âèïàäêó òåîðå�
ìà íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíîþ.

Äëÿ ïîëåãøåííÿ äîâåäåííÿ ñêëàäíî¨ òåîðåìè iíîäi çðó÷íî öå
äîâåäåííÿ çàìiíèòè íà äîâåäåííÿ êiëüêîõ ïðîñòèõ òåîðåì. Îñîáëè-
âî öå çðó÷íî çäiéñíèòè òîäi, êîëè óìîâà òåîðåìè ¹ äèç'þíêöi¹þ
ïðîñòèõ âèñëîâëåíü, àáî âèñíîâîê òåîðåìè ¹ êîí'þíêöi¹þ ïðîñòèõ
âèñëîâëåíü. Ðîçãëÿíåìî áiëüø äåòàëüíiøå òàêó ñèòóàöiþ. Ëåãêî áà-
÷èòè, ùî ¨¨ ìîæíà çâåñòè äî íàñòóïíèõ äâîõ ïðîñòèõ âèïàäêiâ.

Ïåðøèé âèïàäîê. Óìîâà ϕ òåîðåìè |= (ϕ→ ψ) ¹ äèç'þíêöi¹þ
äâîõ ïðîñòèõ âèñëîâëåíü: ϕ1 ∨ ϕ2, òîáòî äàíà òåîðåìà ìà¹ âèãëÿä
|= (ϕ1 ∨ ϕ2) → ψ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêó òåîðåìó ìîæíà çàìiíèòè
íà êîí'þíêöiþ òàêèõ äâîõ ïðîñòèõ òåîðåì:
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{
|= (ϕ1 → ψ);

|= (ϕ2 → ψ).

Ñïðàâäi, ðiâíîñèëüíiñòü òàêî¨ çàìiíè âèïëèâà¹ ç ðiâíîñèëüíîñòi
ôîðìóë (ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ) ≡ (ϕ1 → ψ)(ϕ2 → ψ). Ïîêàæåìî, ùî ìà¹
ìiñöå öÿ ðiâíîñèëüíiñòü. Äiéñíî, ìà¹ìî: ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ ≡ ϕ1 ∨ ϕ2 ∨
∨ψ ≡ ϕ1∧ϕ2∨ψ ≡ (ϕ1∨ψ)(ϕ2∨ψ) ≡ (ϕ1 → ψ)(ϕ2 → ψ), ùî i òðåáà
áóëî ïîêàçàòè.

Ïðèêëàä.
”
ßêùî ïðîòèëåæíi êóòè àáî ïðîòèëåæíi ñòîðîíè ÷î-

òèðèêóòíèêà ïîïàðíî ðiâíi, òî öåé ÷îòèðèêóòíèê ¹ ïàðàëåëîãðà-
ìîì“ � öå ñêëàäíà òåîðåìà, ÿêó ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê êîí'þíêöiþ
òàêèõ äâîõ ïðîñòèõ òåîðåì:

”
ßêùî ïðîòèëåæíi êóòè ÷îòèðèêóòíè-

êà ïîïàðíî ðiâíi, òî öåé ÷îòèðèêóòíèê � ïàðàëåëîãðàì“ i
”
ßêùî

ïðîòèëåæíi ñòîðîíè ÷îòèðèêóòíèêà ïîïàðíî ðiâíi, òî öåé ÷îòèðè-
êóòíèê � ïàðàëåëîãðàì“.

Äðóãèé âèïàäîê. Âèñíîâîê ψ òåîðåìè |= (ϕ → ψ) ¹ êîí'þí-
êöi¹þ äâîõ ïðîñòèõ âèñëîâëåíü: ψ ≡ ψ1ψ2, òîáòî äàíà òåîðåìà ìà¹
âèãëÿä |= (ϕ → ψ1ψ2). Ëåãêî áà÷èòè, ùî öþ òåîðåìó ìîæíà çàìi-
íèòè íà êîí'þíêöiþ òàêèõ äâîõ ïðîñòèõ òåîðåì:

{
|= (ϕ→ ψ1);

|= (ϕ→ ψ2).

Äiéñíî, ðiâíîñèëüíiñòü òàêî¨ çàìiíè âèïëèâà¹ ç ðiâíîñèëüíîñòi ôîð-
ìóë (ϕ → ψ1ψ2) ≡ (ϕ → ψ1)(ϕ → ψ2). Ïîêàæåìî, ùî ìà¹ ìiñöå
öÿ ðiâíîñèëüíiñòü. Ñïðàâäi, ìà¹ìî: (ϕ → ψ1ψ2) ≡ ϕ ∨ ψ1ψ2 ≡
≡ (ϕ ∨ ψ1)(ϕ ∨ ψ2) ≡ (ϕ→ ψ1)(ϕ→ ψ2), ùî i òðåáà áóëî ïîêàçàòè.

Ïðèêëàä. Ñêëàäíó òåîðåìó
”
ßêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî çàâåðøó-

¹òüñÿ äâîìà íóëÿìè, òî âîíî äiëèòüñÿ íà 4 i 25“, ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ÿê êîí'þíêöiþ òàêèõ äâîõ ïðîñòèõ òåîðåì:

”
ßêùî íàòóðàëüíå ÷è-

ñëî çàâåðøó¹òüñÿ äâîìà íóëÿìè, òî âîíî äiëèòüñÿ íà 4“ i
”
ßêùî

íàòóðàëüíå ÷èñëî çàâåðøó¹òüñÿ äâîìà íóëÿìè, òî âîíî äiëèòüñÿ íà
25“.
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2.3 Ãðóïà âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ âèñëîâëåíü; ïðÿìà

i îáåðíåíà òåîðåìè òà ïðîòèëåæíi äî íèõ òå�

îðåìè; êðèòåðiàëüíà òåîðåìà

1. Íåõàé a, b � âèñëîâëåííÿ. Íà ïðàêòèöi, ÿê ìè çíà¹ìî, øèðîêå
çàñòîñóâàííÿ ìàþòü âèñëîâëåííÿ, óòâîðåíi ç çàäàíèõ âèñëîâëåíü
àáî ¨õ çàïåðå÷åíü ó âèãëÿäi ¨õ iìïëiêàöié (çãàäàéìî, ùî áóäü-ÿêó
òåîðåìó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi iñòèííî¨ iìïëiêàöi¨). Â ðåçóëüòàòi
îòðèìà¹ìî òàêi ÷îòèðè iìïëiêàöi¨ ç âiäïîâiäíèìè ¨ì íàçâàìè:

a→ b � ïðÿìà iìïëiêàöiÿ;
b→ a � îáåðíåíà äî ïðÿìî¨ iìïëiêàöiÿ;
a→ b � ïðîòèëåæíà äî ïðÿìî¨ iìïëiêàöiÿ;
b→ a � îáåðíåíà äî ïðîòèëåæíî¨ àáî ïðîòèëåæíà äî îáåðíåíî¨

iìïëiêàöiÿ.
Íàâåäåíà ñóêóïíiñòü ÷îòèðüîõ iìïëiêàöié íàçèâà¹òüñÿ

ãðóïîþ ñïðÿæåíèõ ìiæ ñîáîþ iìïëiêàöié, óòâîðåíèõ iç âè�
ñëîâëåíü a, b.

Íàçâè iìïëiêàöié ó öié ãðóïi íîñÿòü âiäíîñíèé õàðàêòåð. Äié-
ñíî, â ñèëó çàêîíó ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ, ùî îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ
ðiâíîñèëüíîñòåé a ≡ a, b ≡ b, äîâiëüíó iç âiäìi÷åíèõ ó ãðóïi ÷îòè-
ðüîõ iìïëiêàöié ìîæíà íàçâàòè ïðÿìîþ. Òîäi âñi iíøi iìïëiêàöi¨ ç
öi¹¨ ãðóïè áóäóòü ìàòè âiäïîâiäíi ¨ì àíàëîãi÷íi íàçâè iç âêàçàíèõ â
öié ãðóïi (íàïðèêëàä, ÿêùî iìïëiêàöiþ a −→ b ïðèéíÿòè çà ïðÿìó
iìïëiêàöiþ, òî îáåðíåíîþ äî íå¨ áóäå iìïëiêàöiÿ b −→ a i ò.ä.).

2. Ìiæ iìïëiêàöiÿìè iç ãðóïè âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ iìïëiêàöié
iñíó¹ òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê, à ñàìå:

a→ b ≡ b→ a; (2.3.1)

a→ b ≡ b→ a; (2.3.2)

|= (a→ b) ∨ (b→ a); (2.3.3)

|= (a→ b) ∨ (b→ a). (2.3.4)

Äiéñíî, a → b ≡ a ∨ b ≡ b ∨ a ≡ b ∨ a ≡ b → a, ùî âêàçó¹ íà âè-
êîíàííÿ ðiâíîñèëüíîñòi (2.3.1). Òå, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîñèëüíiñòü
(2.3.2), ïîêàçó¹òüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî. Äîâåäåìî, ùî ìà¹ ìiñöå, íà-

ïðèêëàä, òåîðåìà (2.3.4). Äiéñíî, (a → b) ∨ (b → a) ≡ (a ∨ b) ∨ (b ∨
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∨a) ≡ (a∨b)∨(b∨a) ≡ (a∨a)∨(b∨b) ≡ T ∨T ≡ T , çâiäêè i âèïëèâà¹
òåîðåìà (2.3.4). Íàãàäà¹ìî, ùî íà ñòîðiíöi 31 áóëî ââåäåíî ïîçíà-
÷åííÿ |= Φ äëÿ òåîðåìè âèäó

”
âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî ìà¹ ìiñöå Φ“, ùî

ðiâíîñèëüíî òâåðäæåííþ
”
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîñèëüíiñòü Φ ≡ T“.

Êîðèñòóþ÷èñü íàâåäåíîþ âèùå ãðóïîþ ñïðÿæåíèõ âèñëîâëåíü
òà âêàçàíèìè ìiæ íèìè âçà¹ìîçâ'ÿçêàìè ó âèãëÿäi ñïiââiäíîøåíü
(2.3.1) � (2.3.4), ìîæíà òó ÷è iíøó òåîðåìó ïîäàòè â áiëüø çðó÷íî-
ìó äëÿ ðîçóìiííÿ ôîðìóëþâàííi, ùî ÷àñòî ïîëåãøó¹ ¨¨ äîâåäåííÿ,
äà¹ ìîæëèâiñòü ïðîâîäèòè ïðè äîâåäåííi âiäïîâiäíi ëîãi÷íi ìiðêó-
âàííÿ â äîñòóïíiøié äëÿ ðîçóìiííÿ ôîðìi.

3. ßê áóëî âiäìi÷åíî íà ñòîðiíöi 57, áóäü-ÿêó òåîðåìó ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi iñòèííî¨ iìïëiêàöi¨, ÿêó çàïèñóþòü ôîðìóëîþ
|= (ϕ → ψ), äå âèñëîâëåííÿ ϕ öi¹¨ iìïëiêàöi¨ íàçèâàþòü óìîâîþ, à
âèñëîâëåííÿ ψ � ¨¨ ëîãi÷íèì âèñíîâêîì, àáî æ ó âèãëÿäi ëîãi÷íîãî
ñëiäóâàííÿ ç ñèìâîëi÷íèì çàïèñîì ϕ ⇒ ψ, â ÿêîìó âèñíîâîê ψ,
ãîâîðÿòü, ëîãi÷íî ñëiäó¹ ç óìîâè ϕ.

Íåõàé ìà¹ ìiñöå òåîðåìà (ϕ ⇒ ψ), ÿêó íàçâåìî ïðÿìîþ òåî�
ðåìîþ; ÿêùî ó âiäïîâiäíié iìïëiêàöi¨ (ϕ → ψ) ïîìiíÿòè ìiñöÿìè
óìîâó ϕ i âèñíîâîê ψ, òîáòî óòâîðèòè îáåðíåíó iìïëiêàöiþ (ψ → ϕ),
i öÿ îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ âèÿâèòüñÿ iñòèííîþ, òî âiäïîâiäíà ¨é òåî-
ðåìà (ψ ⇒ ϕ) íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî ïðÿìî¨ òåîðåìè. Àíà-
ëîãi÷íî, ÿêùî âèÿâèòüñÿ, ùî iñòèííèìè ¹ ïðîòèëåæíà iìïëiêàöiÿ
(ϕ → ψ) àáî îáåðíåíà äî ïðîòèëåæíî¨ iìïëiêàöiÿ (ψ → ϕ), òî âiä-
ïîâiäíi òåîðåìè íàçâåìî òàê: (ϕ ⇒ ψ) � ïðîòèëåæíà òåîðåìà äî
ïðÿìî¨; (ψ ⇒ ϕ) � îáåðíåíà òåîðåìà äî ïðîòèëåæíî¨ àáî ïðîòèëå-
æíà òåîðåìà äî îáåðíåíî¨.

4. Áåçïåðå÷íî âèíèêàþòü òàêi ïèòàííÿ: íåõàé ìà¹ ìiñöå ïðÿìà
òåîðåìà, âèðàæåíà ïðÿìîþ iìïëiêàöi¹þ ϕ → ψ; à ÷è áóäóòü òîäi
òåîðåìàìè òâåðäæåííÿ, âèðàæåíi âiäïîâiäíî îáåðíåíîþ iìïëiêàöi-
¹þ, ïðîòèëåæíîþ iìïëiêàöi¹þ, îáåðíåíîþ äî ïðîòèëåæíî¨ iìïëiêà-
öi¨ âiäíîñíî ïðÿìî¨ iìïëiêàöi¨ ϕ→ ψ? Áåçïîñåðåäíi ïðèêëàäè ç ïðà-
êòèêè ïîêàçóþòü, ùî â äåÿêèõ êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ âiäïîâiäi íà öi
ïèòàííÿ âèÿâëÿþòüñÿ ïîçèòèâíèìè, à â äåÿêèõ � íåãàòèâíèìè.

Íàïðèêëàä, âèñëîâëåííÿ
”
Â ïàðàëåëîãðàìi äiàãîíàëi â òî÷öi

ïåðåòèíó äiëÿòüñÿ íàâïië“ ¹ òåîðåìîþ. ßêùî ñôîðìóëþâàòè âè-
ñëîâëåííÿ ó âèãëÿäi îáåðíåíî¨, ïðîòèëåæíî¨ i îáåðíåíî¨ äî ïðîòè-
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Ãðóïà âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ âèñëîâëåíü; ïðÿìà i îáåðíåíà òåîðåìè òà

ïðîòèëåæíi äî íèõ òåîðåìè; êðèòåðiàëüíà òåîðåìà

ëåæíî¨ iìïëiêàöi¨ âiäíîñíî äàíîãî âèñëîâëåííÿ, òî ëåãêî áà÷èòè, ùî
âñi âîíè òåæ ¹ òåîðåìàìè:

”
ßêùî â ÷îòèðèêóòíèêó äiàãîíàëi â òî÷öi

ïåðåòèíó äiëÿòüñÿ íàâïië, òî öåé ÷îòèðèêóòíèê ¹ ïàðàëåëîãðàìîì“;

”
ßêùî ÷îòèðèêóòíèê íå ¹ ïàðàëåëîãðàìîì, òî éîãî äiàãîíàëi â òî-
÷öi ïåðåòèíó íå äiëÿòüñÿ íàâïië“;

”
ßêùî äiàãîíàëi ÷îòèðèêóòíèêà

â òî÷öi ïåðåòèíó íå äiëÿòüñÿ íàâïië, òî öåé ÷îòèðèêóòíèê íå ¹ ïà-
ðàëåëîãðàìîì“.

À ÿêùî æ âiçüìåìî, íàïðèêëàä, âèñëîâëåííÿ
”
ßêùî íàòóðàëü-

íå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 6, òî âîíî äiëèòüñÿ íà 3“, òî î÷åâèäíî, ùî âîíî
iñòèííå, òîáòî ¹ òåîðåìîþ; ðàçîì ç òèì ïðè ðîçãëÿäi âèñëîâëåíü ó
âèãëÿäi îáåðíåíî¨, ïðîòèëåæíî¨ i îáåðíåíî¨ äî ïðîòèëåæíî¨ iìïëi-
êàöi¨ âiäíîñíî äàíîãî âèñëîâëåííÿ ÿê ïðÿìî¨ iìïëiêàöi¨, òî ëåãêî
áà÷èòè, ùî ñåðåä âèñëîâëåíü, âiäïîâiäíèõ âêàçàíèì òðüîì iìïëi-
êàöiÿì, âèäó: à)

”
ßêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 3, òî âîíî

äiëèòüñÿ íà 6“, á)
”
ßêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî íå äiëèòüñÿ íà 6, òî âî-

íî íå äiëèòüñÿ íà 3“, â)
”
ßêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî íå äiëèòüñÿ íà 3,

òî âîíî íå äiëèòüñÿ íà 6“, âèñëîâëåííÿ à), á) õèáíi, à âèñëîâëåííÿ
â) iñòèííå.

Çãàäàéòå òàêîæ âiäîìèé âèñëiâ
”
Ñîáàêà � äðóã“; ñàìîñòiéíî

äîïîâíiòü éîãî äî ãðóïè ñïðÿæåíèõ âèñëîâiâ òà ïðîàíàëiçóéòå öi
âèñëîâëåííÿ ùîäî ¨õ iñòèííîñòi.

5. Íà îñíîâi âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi ñïiââiäíîøåíü (2.3.1) �
(2.3.4), ÿêi ìàþòü ìiñöå äëÿ ãðóïè âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ âèñëîâëåíü
ó âèãëÿäi iìïëiêàöi¨, ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíi âèñíîâêè:

1. ßêùî ìà¹ ìiñöå ïðÿìà òåîðåìà ϕ ⇒ ψ, òî îáîâ'ÿçêîâî ìà¹
ìiñöå òåîðåìà ψ ⇒ ϕ, îáåðíåíà äî ïðîòèëåæíî¨, àáî, ùî îäíå
i òå æ ñàìå, ïðîòèëåæíà äî îáåðíåíî¨, i íàâïàêè.

2. ßêùî ìà¹ ìiñöå îáåðíåíà òåîðåìà ψ ⇒ ϕ, òî îáîâ'ÿçêîâî ìà¹
ìiñöå ïðîòèëåæíà òåîðåìà ϕ ⇒ ψ, i íàâïàêè, äå îáåðíåíié i
ïðîòèëåæíié òåîðåìàì âiäïîâiäàþòü iñòèííi îáåðíåíà iìïëiêà-
öiÿ ψ → ϕ i ïðîòèëåæíà iìïëiêàöiÿ (ϕ → ψ) âiäíîñíî ïðÿìî¨
iìïëiêàöi¨ ϕ→ ψ, ÿêà, äîðå÷i, íå îáîâ'ÿçêîâî iñòèííà.

3. ßêùî ϕ,ψ � âèñëîâëåííÿ, òî ç äâîõ ñêëàäíèõ âèñëîâëåíü
(ϕ → ψ) i (ψ → ϕ) óòâîðþ¹òüñÿ iñòèííà äèç'þíêöiÿ, òîáòî
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ìà¹ ìiñöå òåîðåìà:

|= ((ϕ→ ψ) ∨ (ψ → ϕ)).

4. ßêùî ϕ,ψ � âèñëîâëåííÿ, òî ç äâîõ ñêëàäíèõ âèñëîâëåíü
(ϕ → ψ) i (ψ → ϕ) óòâîðþ¹òüñÿ iñòèííà äèç'þíêöiÿ, òîáòî
ìà¹ ìiñöå òåîðåìà:

|= ((ϕ→ ψ) ∨ (ψ → ϕ)).

6. Íåõàé ìàþòü ìiñöå îäíî÷àñíî ïðÿìà òåîðåìà (ϕ ⇒ ψ) i âiä-
ïîâiäíà ¨é îáåðíåíà òåîðåìà (ψ ⇒ ϕ). Ëåãêî áà÷èòè, ùî â öüîìó
âèïàäêó ìà¹ ìiñöå i òåîðåìà |= (ϕ ↔ ψ) àáî, ùî òå æ ñàìå, ÿê
ìè çíà¹ìî, ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü (ϕ ⇔ ψ). Öÿ ëîãi÷íà
åêâiâàëåíòíiñòü ¹ êîí'þíêöi¹þ ïðÿìî¨ òà âiäïîâiäíî¨ ¨é îáåðíåíî¨
òåîðåìè i ÷àñòî íàçèâà¹òüñÿ êðèòåðiàëüíîþ òåîðåìîþ. Ñëîâå-
ñíî òàêó êðèòåðiàëüíó òåîðåìó ìîæíà ïðî÷èòàòè òàêèì ÷èíîì:

”
ψ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ϕ“.
Çðîçóìiëî, ùî äîâåäåííÿ êðèòåðiàëüíî¨ òåîðåìè (ϕ ⇔ ψ) ñêëà-

äàòèìåòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí: äîâåäåííÿ ïðÿìî¨ òåîðåìè (ϕ ⇒ ψ) i
äîâåäåííÿ îáåðíåíî¨ äî íå¨ òåîðåìè (ψ ⇒ ϕ). Âðàõîâóþ÷è âiäìi-
÷åíi ðàíiøå âçà¹ìîçâ'ÿçêè (2.3.1), (2.3.2) ìiæ iìïëiêàöiÿìè ãðóïè
ñïðÿæåíèõ âèñëîâëåíü òà çàêîíè êîíòðàïîçèöi¨ i ïîäâiéíîãî çàïå-
ðå÷åííÿ, äëÿ äîâåäåííÿ êðèòåðiàëüíî¨ òåîðåìè (ϕ⇔ ψ) ìîæíà âè-
êîðèñòàòè îäèí iç íàñòóïíèõ âàðiàíòiâ äîâåäåííÿ ïàðè òåîðåì:{

ϕ⇒ ψ;

ψ ⇒ ϕ,

{
ϕ⇒ ψ;

ϕ⇒ ψ,

{
ψ ⇒ ϕ;

ψ ⇒ ϕ,

{
ψ ⇒ ϕ;

ϕ⇒ ψ.

Âèáið îäíi¹¨ ç âêàçàíèõ ïàð òåîðåì çàëåæèòü âiä çðó÷íîñòi òà
äîñòóïíîñòi äëÿ ðîçóìiííÿ ëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü â òîìó ÷è iíøîìó
êîíêðåòíîìó âèïàäêó.

Ðîçãëÿíóòèé âèùå ïðèêëàä âçà¹ìîçâ'ÿçêó äâîõ âèñëîâëåíü:
”
×î-

òèðèêóòíèê ¹ ïàðàëåëîãðàìîì“ i
”
Äiàãîíàëi ÷îòèðèêóòíèêà â òî÷öi

ïåðåòèíó äiëÿòüñÿ ïîïîëàì“ ïîêàçó¹, ùî ìà¹ ìiñöå òàêà êðèòåðiàëü-
íà òåîðåìà:

”
Äiàãîíàëi ÷îòèðèêóòíèêà â òî÷öi ïåðåòèíó äiëÿòüñÿ

ïîïîëàì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öåé ÷îòèðèêóòíèê ¹ ïàðàëåëîãðà-
ìîì“.
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Çi øêiëüíî¨ ãåîìåòði¨ âiäîìà i òàêà êðèòåðiàëüíà òåîðåìà:
”
Ïðî-

òèëåæíi ñòîðîíè ÷îòèðèêóòíèêà ïîïàðíî ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè öåé ÷îòèðèêóòíèê ¹ ïàðàëåëîãðàìîì“.

7. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ìà¹ ìiñöå êðèòåðiàëüíà òåîðåìà (ϕ ⇔
⇔ ψ), òî öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî ìà¹ ìiñöå i êðèòåðiàëüíà òåîðåìà
(ψ ⇔ ϕ). Â çâ'ÿçêó ç öèì çàóâàæåííÿì ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî
ïîïåðåäíi äâi êðèòåðiàëüíi òåîðåìè ðiâíîñèëüíi âiäïîâiäíî òàêèì
êðèòåðiàëüíèì òåîðåìàì:

”
×îòèðèêóòíèê ¹ ïàðàëåëîãðàìîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî

äiàãîíàëi â òî÷öi ïåðåòèíó äiëÿòüñÿ ïîïîëàì“.

”
×îòèðèêóòíèê ¹ ïàðàëåëîãðàìîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî

ïðîòèëåæíi ñòîðîíè ïîïàðíî ðiâíi“.
Â çâ'ÿçêó ç öèì çãàäàéìî çàãàëüíîïðèéíÿòå îçíà÷åííÿ ïà�

ðàëåëîãðàìà:
”
×îòèðèêóòíèê íàçèâà¹òüñÿ ïàðàëåëîãðàìîì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ñòîðîíè ïîïàðíî ïàðàëåëüíi“.
Áà÷èìî, ùî ïîïåðåäíi äâi êðèòåðiàëüíi òåîðåìè ïðî ïàðàëåëî-

ãðàì ìàþòü òó æ ñàìó ñòðóêòóðó, òó æ ñàìó ôîðìó âèðàæåííÿ,
ùî i äàíå îçíà÷åííÿ. �äèíà ðiçíèöÿ ïîëÿãà¹ ëèøå â òîìó, ùî â
îçíà÷åííi ïðèñóòí¹ ñëîâî

”
íàçèâà¹òüñÿ“. Öå äà¹ íàì ïiäñòàâó çðî-

áèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî êîæíó iç äâîõ íàâåäåíèõ âèùå êðèòåði-
àëüíèõ òåîðåì ìîæíà âèáðàòè çà íîâå îçíà÷åííÿ ïàðàëåëîãðàìà,
âñòàâèâøè çàìiñòü ñëîâà

”
¹“ ñëîâî

”
íàçèâà¹òüñÿ“. Òîäi óæå çà-

ãàëüíîïðèéíÿòå îçíà÷åííÿ ïåðåòâîðèòüñÿ â êðèòåðiàëüíó òåîðåìó,
ÿêó ìîæíà äîâîäèòè.

Çâiäêè çðîáèìî çàãàëüíèé âèñíîâîê: êðèòåðiàëüíi òåîðåìè ¹
äæåðåëîì óòâîðåííÿ íîâèõ îçíà÷åíü äëÿ äîñëiäæóâàíèõ
îá'¹êòiâ òà âiäïîâiäíèõ ¨ì ïîíÿòü.

2.4 Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè

1. ßê áóëî âiäìi÷åíî ðàíiøå, áóäü-ÿêó òåîðåìó ìîæíà ïîäàâàòè
ó âèãëÿäi iñòèííî¨ iìïëiêàöi¨ äâîõ âèñëîâëåíü:

|= (ϕ→ ψ), òîáòî ϕ→ ψ ≡ T,

äå âèñëîâëåííÿ ϕ íàçèâà¹òüñÿ óìîâîþ òåîðåìè, à âèñëîâëåííÿ ψ
� ¨¨ ëîãi÷íèì âèñíîâêîì, àáî æ ó âèãëÿäi òàê çâàíîãî ëîãi÷íîãî
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ñëiäóâàííÿ
ϕ⇒ ψ

íàñëiäêà ψ ç óìîâè ϕ. ×èòà¹òüñÿ òàêèé çàïèñ ïî-ðiçíîìó:

”
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ϕ, òî âèêîíó¹òüñÿ âèñíîâîê ψ“;

”
ç óìîâè ϕ âèïëèâà¹ (ñëiäó¹) âèñíîâîê ψ“;

”
âèñíîâîê ψ ñëiäó¹ ç óìîâè ϕ“.

Ðàçîì ç òèì â ìàòåìàòèöi øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÷èòàííÿ
òåîðåì â òåðìiíàõ íåîáõiäíèõ àáî äîñòàòíiõ óìîâ, ÷è â òåðìiíàõ
ñïîëó÷íèêiâ

”
òîäi, êîëè“ àáî

”
òiëüêè òîäi, êîëè“, à ñàìå:

1. ßêùî ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ (ϕ ⇒ ψ), òî öå
îçíà÷à¹: óìîâà ϕ ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ âèêîíàííÿ âèñíîâêó ψ
àáî óìîâà ψ ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ ϕ.

2. ßêùî ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ (ϕ ⇒ ψ), òî öå
îçíà÷à¹: ϕ òiëüêè òîäi, êîëè ψ àáî ψ òîäi, êîëè ϕ.

2. Ðîçãëÿíåìî â ðîëi iëþñòðàöi¨ òàêèé ïðèêëàä. Î÷åâèäíà òà-
êà òåîðåìà:

”
ßêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì, òî âîíî

äiëèòüñÿ íà 5“. Â òåðìiíàõ äîñòàòíîñòi òà íåîáõiäíîñòi öÿ òåîðå-
ìà çâó÷èòü òàê:

”
Òå, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì, ¹

äîñòàòíiì äëÿ òîãî, ùîá âîíî äiëèëîñü íà 5“;
”
Òå, ùî íàòóðàëüíå

÷èñëî äiëèòüñÿ íà 5, ¹ íåîáõiäíèì äëÿ òîãî, ùîá âîíî çàêií÷óâàëî-
ñÿ íóëåì“. Â òåðìiíàõ ñïîëó÷íèêiâ

”
òîäi, êîëè“,

”
òiëüêè òîäi, êîëè“

îòðèìà¹ìî:
”
Íàòóðàëüíå ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì òiëüêè òîäi, êî-

ëè âîíî äiëèòüñÿ íà 5“;
”
Íàòóðàëüíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 5 òîäi, êîëè

âîíî çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì“.

3. Òå, ùî óìîâà ϕ ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ âèêîíàííÿ âèñíîâêó ψ, îçíà-
÷à¹, ÿê áóëî ñêàçàíî âèùå, ùî ìà¹ ìiñöå ïðÿìà òåîðåìà (ϕ ⇒ ψ).
Îäíàê çâiäñè íiÿê íå âèïëèâà¹, ùî óìîâà ϕ ¹ îáîâ'ÿçêîâî íåîáõi-
äíîþ äëÿ ψ. Â ïðîòèâíîìó âèïàäêó öå îçíà÷àëî áè, ùî ðàçîì ç
òèì, ùî ìà¹ ìiñöå ïðÿìà òåîðåìà (ϕ ⇒ ψ), îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííà
ìàòè ìiñöå i îáåðíåíà òåîðåìà (ψ ⇒ ϕ), ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó
ìiñöÿ íå ìà¹ (çíîâó çãàäàéòå âèñëiâ

”
ñîáàêà � äðóã“). Àíàëîãi÷íî

i íåîáõiäíà óìîâà íå çàâæäè îáîâ'ÿçêîâî ¹ äîñòàòíüîþ. Öå ÿêðàç
iëþñòðó¹ i íàâåäåíèé âèùå ïðèêëàä, äî ðå÷i, à ñàìå:

”
Òå, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì, íå ¹ íåîáõiäíèì

äëÿ òîãî, ùîá âîíî äiëèëîñÿ íà 5“;
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Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè

”
Òå, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 5, íå ¹ äîñòàòíiì äëÿ òîãî,

ùîá âîíî çàêií÷óâàëîñÿ íóëåì“.

Ðàçîì iç òèì iíîäi íåîáõiäíà óìîâà áóâà¹ îäíî÷àñíî i äîñòà-
òíüîþ, à äîñòàòíÿ � íåîáõiäíîþ. Î÷åâèäíî, ùî öå ìà¹ ìiñöå â òîìó
i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè îäíî÷àñíî ìà¹ ìiñöå ÿê ïðÿìà òåîðå-
ìà (ϕ ⇒ ψ), òàê i îáåðíåíà äî íå¨ òåîðåìà (ψ ⇒ ϕ), òîáòî, ÿê áóëî
âiäìi÷åíî ðàíiøå, ìà¹ ìiñöå êðèòåðiàëüíà òåîðåìà ϕ ⇔ ψ àáî, ùî
ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ϕ ⇔ ψ. Â
öüîìó âèïàäêó íåîáõiäíà óìîâà ψ ¹ i äîñòàòíüîþ äëÿ ϕ, à äîñòàòíÿ
óìîâà ϕ ¹ i íåîáõiäíîþ äëÿ ψ.

Íàïðèêëàä, ìà¹ ìiñöå òåîðåìà:
”
Äëÿ òîãî, ùîá íàòóðàëüíå ÷è-

ñëî äiëèëîñü íà 6, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âîíî äiëèëîñü íà 2 i
íà 3“.

Î÷åâèäíî, ùî âèðàç
”
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî“ äëÿ êðèòåðiàëüíî¨

òåîðåìè ìîæíà çàìiíèòè íà âèðàç
”
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè“. Â ðå-

çóëüòàòi ñôîðìóëüîâàíà âèùå êðèòåðiàëüíà òåîðåìà ïðèéìå òàêèé
âèãëÿä:

”
Íàòóðàëüíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 2 i íà 3 òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âîíî äiëèòüñÿ íà 6“.

Íà çàâåðøåííÿ äëÿ êðàùîãî çàïàì'ÿòîâóâàííÿ ââåäåíî¨ òåðìi-
íîëîãi¨ ùå ðàç çâåäåìî â ¹äèíå öiëå ðîçãëÿíóòi âèùå ïîíÿòòÿ:

1. ßêùî ìà¹ ìiñöå òåîðåìà |= (ϕ→ ψ), òîáòî ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ
(ϕ⇒ ψ), òî ¨õ ìîæíà âèðàçèòè îäíèì iç òàêèõ ñïîñîáiâ:

ϕ ¹ äîñòàòíiì äëÿ ψ;

ψ ¹ íåîáõiäíèì äëÿ ϕ;

ϕ òiëüêè òîäi, êîëè ψ;

ψ òîäi, êîëè ϕ.

2. ßêùî ìà¹ ìiñöå êðèòåðiàëüíà òåîðåìà |= (ϕ↔ ψ), òîáòî ëîãi-
÷íà åêâiâàëåíòíiñòü (ϕ⇔ ψ), òî ¨¨ ìîæíà âèðàçèòè îäíèì iç òàêèõ
ñïîñîáiâ:

ψ ¹ êðèòåði¹ì äëÿ ϕ;

ψ ¹ íåîáõiäíèì i äîñòàòíiì äëÿ ϕ;

ψ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ϕ.
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2.5 Ïðÿìi òà íåïðÿìi ìåòîäè äîâåäåííÿ òåîðåì;

ìåòîä äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî

1. ßê áóëî âiäìi÷åíî ðàíiøå, äîâiëüíó òåîðåìó ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi ëîãi÷íîãî ñëiäóâàííÿ (ϕ ⇒ ψ), äå ϕ � óìîâà òåîðåìè,
à ψ � ¨¨ ëîãi÷íèé âèñíîâîê, àáî æ, ùî òå ñàìå, ó âèãëÿäi iñòèííî¨
iìïëiêàöi¨ ϕ → ψ, òîáòî ó âèãëÿäi ðiâíîñèëüíîñòi ϕ → ψ ≡ T , ùî
ïîçíà÷àþòü ùå i òàê: |= (ϕ→ ψ) .

Òàêîæ ðàíiøå áóëî âiäìi÷åíî, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè � öå,
ÿê ïðàâèëî, ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü àêñiîì òåîði¨, ÿêi ïðè�
éìàþòüñÿ áåç äîâåäåííÿ, ðàíiøå äîâåäåíèõ òåîðåì òà ëî�
ãi÷íèõ çàêîíiâ, ùî çâ'ÿçóþòü ¨õ; çàâåðøåííÿì òàêî¨ ïîñëi�
äîâíîñòi ïîâèíåí áóòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî ìà¹ ìiñöå äàíà
òåîðåìà.

ßêùî âèõîäèòè ç îçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ iìïëiêàöi¨ âèñëîâëåíü, òî
â íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó äîâåäåííÿ òåîðåìè |= (ϕ → ψ) ìîæíà
çâåñòè äî îäíîãî ç òðüîõ âèïàäêiâ:

� ïîêàçàòè, ùî ϕ ≡ F ;

� ïîêàçàòè, ùî ψ ≡ T ;

� ïîêàçàòè, ùî ïðè ϕ ≡ T âèêîíó¹òüñÿ ψ ≡ T .

Ìîæíà áóëî áè ïîñòóïèòè i ïî-iíøîìó: ïîêàçàòè íåìîæëèâiñòü
îäíî÷àñíîãî âèêîíàííÿ ðiâíîñèëüíîñòåé ϕ ≡ T i ψ ≡ F .

Â çàãàëüíîìó æ âèïàäêó ðîçãëÿäàþòü ëàíöþæîê ëîãi÷íèõ ñëi-
äóâàíü: ϕ ⇒ ϕ1; ϕ1 ⇒ ϕ2; ... ϕn ⇒ ψ. Òîäi íà îñíîâi çàñòîñóâàííÿ
ëîãi÷íîãî çàêîíó ñèëîãiçìó ðîáèòüñÿ âèñíîâîê ïðî òå, ùî ìà¹ ìiñöå
òåîðåìà (ϕ ⇒ ψ). Òàêèé øëÿõ äîâåäåííÿ òåîðåìè íàçèâà¹�
òüñÿ ïðÿìèì ìåòîäîì äîâåäåííÿ. Â íàâåäåíîìó ëàíöþæêó
ëîãi÷íèõ ñëiäóâàíü ìîæóòü áóòè i àêñiîìè òåîði¨, i ðàíiøå
äîâåäåíi òåîðåìè, i ëîãi÷íi çàêîíè, ùî çâ'ÿçóþòü ¨õ. Iíî�
äi ñèìâîëi÷íî âåñü ëàíöþæîê, êiíöåì ÿêî¨ ¹ ñàìà òåîðåìà,
çàïèñóþòü òàê:

ϕ⇒ ϕ1; ϕ1 ⇒ ϕ2; ... ϕn ⇒ ψ |= (ϕ→ ψ).
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ñóïðîòèâíîãî

2. Êîðèñíèì íà ïðàêòèöi äëÿ âèêîðèñòàííÿ ¹ çàêîí ñèëîãiçìó,
ÿêùî éîãî âèêîðèñòàòè äëÿ ëàíöþæêà òåîðåì ó âèãëÿäi òàêèõ ëî-
ãi÷íèõ ñëiäóâàíü: ÿêùî ìà¹ ìiñöå ëàíöþæîê ëîãi÷íèõ ñëiäó�
âàíü âèäó ϕ1 ⇒ ϕ2, ϕ2 ⇒ ϕ3, ..., ϕn−1 ⇒ ϕn, ϕn ⇒ ϕ1, òî ìà¹
ìiñöå àíàëîãi÷íèé ëàíöþæîê ëîãi÷íèõ åêâiâàëåíòíîñòåé:
ϕ1 ⇔ ϕ2, ϕ2 ⇔ ϕ3, ..., ϕn−1 ⇔ ϕn, ϕn ⇔ ϕ1, ïðè÷îìó íàâiòü ìà�
þòü ìiñöå êðèòåðiàëüíi òåîðåìè òàêîãî âèäó: ϕi ⇔ ϕj, äå
i, j = 1, 2, ..., n.

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ïðîâåäiòü ñàìîñòiéíî.

3. Íà ïðàêòèöi ïðÿìèé ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì íå çàâæäè âäà-
¹òüñÿ ëåãêî çäiéñíèòè. Òîäi âèêîðèñòîâóþòü òàê çâàíi íåïðÿìi ìå�
òîäè äîâåäåííÿ òåîðåì. Îäíèì iç òàêèõ íåïðÿìèõ ìåòîäiâ ¹ ìå-
òîä âèêîðèñòàííÿ çàêîíiâ ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ i êîíòðàïîçèöi¨,
ÿêi áàçóþòüñÿ íà ðiâíîñèëüíîñòÿõ a→ b ≡ b→ a; a ≡ a.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî òåîðåìó
”
ßêùî êâàäðàò öiëîãî ÷èñëà ¹

ïàðíå ÷èñëî, òî i ñàìå öiëå ÷èñëî ïàðíå“. Ñèìâîëi÷íî öÿ òåîðåìà

çàïèøåòüñÿ òàê: |= (n2
...2→ n

...2), äå n ∈ Z � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî. Çà-
ìiñòü òîãî, ùîá äîâîäèòè äàíó òåîðåìó, ëåãøå äîâåñòè ðiâíîñèëüíó
¨õ ïðîòèëåæíó äî îáåðíåíî¨ òåîðåìó

”
ßêùî öiëå ÷èñëî íåïàðíå, òî

i êâàäðàò éîãî òåæ ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì“, ÿêà â ñèìâîëi÷íié ôîðìi

ïðèéìå âèãëÿä: |= (n
...2 → n2

...2). Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âi-
çüìåìî íåïàðíå öiëå ÷èñëî n ∈ Z; íåõàé n = 2k + 1, äå k ∈ Z. Òîäi
ðîçãëÿíåìî éîãî êâàäðàò n2. Îòðèìà¹ìî n2 = (2k + 1)2 = (2k)2 +

+ 2 · 2k · 1 + 12 = 4k2 + 4k+ 1 = 2(2k2 + 2k) + 1. Îòæå, n2
...2, îñêiëüêè

n2 ¹ ñóìîþ ïàðíîãî ÷èñëà i îäèíèöi, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. Òà-

êèì ÷èíîì, ñïðàâäi ìà¹ ìiñöå òåîðåìà |= (n2
...2 ⇒ n

...2), äå n ∈ Z �
äîâiëüíå öiëå ÷èñëî.

4. Ñåðåä íåïðÿìèõ ìåòîäiâ äîâåäåííÿ îäíèì iç íàéáiëüø ïîøè-
ðåíèõ ¹ òàê çâàíèé ìåòîä äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî, ÿêèé
ùå íàçèâàþòü ìåòîäîì çâåäåííÿ äî ñóïåðå÷íîñòi (îòðèìàííÿ õè-
áè). Ñóòü öüîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Íåõàé ïîòðiáíî äî-
âåñòè òåîðåìó: |= (ϕ → ψ). Çàìiñòü öüîãî äîâîäÿòü òàêó òåîðåìó:
|= ((ϕ→ ψ) → (c ∧ c)), òîáòî òåîðåìó |= ((ϕ→ ψ) → F ), äå F �
öå õèáà. Äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ òåîðåìè îçíà÷à¹, ùî ïðîâîäèìî íà-
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ñòóïíi ìiðêóâàííÿ: íåõàé íå ìà¹ ìiñöå òåîðåìà |= (ϕ→ ψ), òîáòî
íåõàé iñòèííèì ¹ çàïåðå÷åííÿ (ϕ→ ψ) iìïëiêàöi¨ (ϕ → ψ). Ïðî-
äîâæóþ÷è äàëi ìiðêóâàííÿ, ìè â êiíöi-êiíöiâ ïîâèííi ïîêàçàòè, ùî
îòðèìó¹òüñÿ õèáà F , òîáòî ÿêàñü ñóïåðå÷íiñòü c ∧ c. Öèì ñàìèì,
âèÿâëÿ¹òüñÿ, ìè äîâåäåìî ðiâíîñèëüíiñòü ((ϕ→ ψ))→ F ≡ ϕ→ ψ.

Äiéñíî, ìà¹ìî (ϕ→ ψ)→ F ≡ (ϕ→ ψ)∨F ≡ (ϕ→ ψ)∨F ≡ ϕ→ ψ,
ùî i òðåáà áóëî ïîêàçàòè.

Ïðèêëàä. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä âiä ñóïðîòèâíîãî äëÿ äîâåäåííÿ

òåîðåìè ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó |= (n2
...2 → n

...2). Ïðîâåäåìî òàêi ìið-

êóâàííÿ. Íåõàé ìà¹ ìiñöå n2
...2→ n

...2. Òîäi n2
...2 i n

...2 òîáòî n2 = 2k
i n = 2l + 1, äå k, l ∈ Z � äåÿêi öiëi ÷èñëà. Çâiäñè ìà¹ìî: n2 = 2k
� ïàðíå ÷èñëî i n2 = (2l + 1)2 = 4l2 + 4l + 1 = 2(2l2 + 2l) + 1 �
íåïàðíå ÷èñëî, ùî âêàçó¹ íà ïðîòèði÷÷ÿ, õèáó F : n2 � îäíî÷àñíî ¹

i ïàðíèì ÷èñëîì, i íåïàðíèì ÷èñëîì. Òîìó ìà¹ ìiñöå (n2
...2⇒ n

...2),

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà |= (n2
...2→ n

...2).

5. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè |= (ϕ → ψ) ìåòîäîì âiä
ñóïðîòèâíîãî, áàçó¹òüñÿ íà äîâåäåííi òåîðåìè |= (ϕ→ ψ) → F .
Òàêîæ ìîæíà ïðîâîäèòè äîâåäåííÿ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî íà
îñíîâi îäíi¹¨ iç òàêèõ òåîðåì: |= (ϕ ∧ ψ → ψ) àáî |= (ϕ ∧ ψ → ϕ).

Ïðîïîíó¹ìî ñàìîñòiéíî ïîêàçàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíî-
ñèëüíîñòi ϕ ∧ ψ → ψ ≡ ϕ → ψ, ϕ ∧ ψ → ϕ ≡ ϕ → ψ, ÿêi ïiäòâåð-
äæóâàòèìóòü ïðàâîìî÷íiñòü äîâåäåííÿ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî,
îñíîâàíèì íà âêàçàíèõ âèùå òåîðåìàõ.

2.6 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. Âêàæiòü ó âèãëÿäi ñèìâîëi÷íîãî çàïèñó âçà¹ìîçâ'ÿçîê, ÿêèé
iñíó¹ ìiæ òîòîæíî iñòèííèìè òà òîòîæíî õèáíèìè ôîðìóëà-
ìè.

2. ×îìó ¹ âàæëèâèìè â íàóêîâèõ äîñëiäæåííÿõ ëîãi÷íi çàêîíè,
äæåðåëàìè âèíèêíåííÿ ÿêèõ ¹ òàâòîëîãi¨?

3. Ùî ñëiä ðîçóìiòè ïiä ëîãi÷íèì çàêîíîì?

68



Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè

4. Íàâåäiòü ïðèêëàäè äåÿêèõ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ.

5. Äîâåäiòü, ùî çàêîí òîòîæíîñòi ¹ òàâòîëîãi¹þ.

6. Äîâåäiòü, ùî çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ ¹ òàâòîëîãi¹þ.

7. Äîâåäiòü, ùî çàêîí ïðîòèði÷÷ÿ ¹ òàâòîëîãi¹þ.

8. Äîâåäiòü, ùî çàêîí âèêëþ÷åííÿ òðåòüîãî ¹ òàâòîëîãi¹þ.

9. Äîâåäiòü, ùî çàêîí ñèëîãiçìó ¹ òàâòîëîãi¹þ.

10. Äîâåäiòü, ùî çàêîí êîíòðàïîçèöi¨ ¹ òàâòîëîãi¹þ.

11. Äîâåäiòü, ùî çàêîí modus pones ¹ òàâòîëîãi¹þ.

12. Äîâåäiòü, ùî çàêîí modus tollens ¹ òàâòîëîãi¹þ.

13. Ùî òàêå ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ ôîðìóë òà ÿê âîíà ïî-
çíà÷à¹òüñÿ?

14. Ùî òàêå ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ ìiæ äâîìà ôîðìóëàìè òà ÿê âîíî
ïîçíà÷à¹òüñÿ?

15. ßêèé Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ëîãi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ
òà ðiâíîñèëüíiñòþ ôîðìóë?

16. ßêèé Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ëîãi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ
òà ëîãi÷íèì ñëiäóâàííÿì ôîðìóë?

17. Ùî òàêå áàçà ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ òà, ùî äî íå¨ âõîäèòü ïðè
äîñëiäæåííi öi¹¨ òåîði¨ íà àêñiîìàòè÷íié îñíîâi?

18. Ùî òàêå òåîðåìà â ìàòåìàòèöi?

19. Ùî òàêå äîâåäåííÿ òåîðåìè?

20. ßê ñèìâîëi÷íî ìîæíà çîáðàçèòè áóäü-ÿêó òåîðåìó?

21. Ùî òàêå óìîâà i âèñíîâîê òåîðåìè?

22. Íàâåäiòü ïðèêëàä òåîðåìè ç âèäiëåííÿì ¨¨ óìîâè òà âèñíîâêó.

23. ßêà òåîðåìà íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ? Íàâåäiòü âiäïîâiäíèé ïðè-
êëàä.
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24. ßêà òåîðåìà íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíîþ? Íàâåäiòü âiäïîâiäíèé
ïðèêëàä.

25. ßê ìîæíà ñêëàäíó òåîðåìó, óìîâà ÿêî¨ ¹ äèç'þíêöi¹þ ïðî-
ñòèõ âèñëîâëåíü, çàìiíèòè íà ïðîñòi òåîðåìè? Ïðîiëþñòðóéòå
âiäïîâiäíèì ïðèêëàäîì.

26. ßê ìîæíà ñêëàäíó òåîðåìó, âèñíîâîê ÿêî¨ ¹ êîí'þíêöi¹þ ïðî-
ñòèõ âèñëîâëåíü, çàìiíèòè íà ïðîñòi òåîðåìè? Ïðîiëþñòðóéòå
âiäïîâiäíèì ïðèêëàäîì.

27. Äîâåäiòü ðiâíîñèëüíiñòü çàìiíè ñêëàäíî¨ òåîðåìè íà êîí'þí-
êöiþ ïðîñòèõ òåîðåì, ÿêùî:
à) óìîâà ñêëàäíî¨ òåîðåìè ¹ äèç'þíêöi¹þ ïðîñòèõ âèñëîâëåíü;
á) âèñíîâîê ñêëàäíî¨ òåîðåìè ¹ êîí'þíêöi¹þ ïðîñòèõ âèñëîâ-
ëåíü.

28. Ùî òàêå ãðóïà âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ âèñëîâëåíü?

29. ßêà iìïëiêàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ:
à) îáåðíåíîþ äî ïðÿìî¨;
á) ïðîòèëåæíîþ äî ïðÿìî¨;
â) îáåðíåíîþ äî ïðîòèëåæíî¨ àáî ïðîòèëåæíîþ äî îáåðíåíî¨?

30. ×îìó íàçâè iìïëiêàöié íîñÿòü âiäíîñíèé õàðàêòåð ó ãðóïi âçà-
¹ìíî ñïðÿæåíèõ iìïëiêàöié?

31. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ãðóï âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ iìïëiêàöié.

32. ßêi Âè çíà¹òå çâ'ÿçêè ìiæ iìïëiêàöiÿìè ç ãðóïè âçà¹ìíî ñïðÿ-
æåíèõ âèñëîâëåíü?

33. Äîâåäiòü, ùî äèç'þíêöiÿ äâîõ âçà¹ìíî îáåðíåíèõ iìïëiêàöié
iñòèííà.

34. Äîâåäiòü, ùî iìïëiêàöiÿ a → b òà îáåðíåíà äî ïðîòèëåæíî¨
iìïëiêàöiÿ b→ a ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ.

35. Íåõàé ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ ϕ ⇒ ψ � öå ïðÿìà òåîðåìà. ßêà
òåîðåìà íàçèâà¹òüñÿ:
à) îáåðíåíîþ äî ïðÿìî¨;
á) ïðîòèëåæíîþ äî ïðÿìî¨;
â) îáåðíåíîþ äî ïðîòèëåæíî¨ àáî ïðîòèëåæíîþ äî îáåðíåíî¨?
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36. ×è çàâæäè äî çàäàíî¨ òåîðåìè ìàþòü ìiñöå îáåðíåíà, ïðîòè-
ëåæíà, ïðîòèëåæíà äî îáåðíåíî¨? Ïðîiëþñòðóéòå ñâî¨ ìiðêó-
âàííÿ êîíêðåòíèìè ïðèêëàäàìè.

37. Îá ðóíòóéòå, ÷îìó îäíî÷àñíî ç äàíîþ òåîðåìîþ ìà¹ ìiñöå
ïðîòèëåæíà äî îáåðíåíî¨ àáî, ùî òå æ ñàìå, îáåðíåíà äî ïðî-
òèëåæíî¨ òåîðåìè.

38. Îá ðóíòóéòå, ÷îìó îäíî÷àñíî ç îáåðíåíîþ òåîðåìîþ ìà¹ ìiñöå
âiäïîâiäíà ïðîòèëåæíà òåîðåìà.

39. Îá ðóíòóéòå, ÷îìó äèç'þíêöiÿ ç äâîõ âçà¹ìíî îáåðíåíèõ iì-
ïëiêàöié óòâîðþ¹ òåîðåìó.

40. Ùî òàêå êðèòåðiàëüíà òåîðåìà?

41. Îá ðóíòóéòå, ÷îìó äîâåäåííÿ êðèòåðiàëüíî¨ òåîðåìè çâîäè-
òüñÿ äî äîâåäåííÿ ïðÿìî¨ òà îáåðíåíî¨ äî íå¨ òåîðåìè.

42. ßêi ðiçíîìàíiòíi âàðiàíòè ìîæíà çàñòîñóâàòè äî äîâåäåííÿ
êðèòåðiàëüíî¨ òåîðåìè, âðàõîâóþ÷è âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ iìïëi-
êàöiÿìè ãðóïè ñïðÿæåíèõ âèñëîâëåíü?

43. Ïîÿñíiòü íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ, ÷îìó êðèòåðiàëüíi òåîðå-
ìè ¹ äæåðåëîì íîâèõ îçíà÷åíü.

44. Ñôîðìóëþéòå â òåðìiíàõ
”
íåîáõiäíà óìîâà“,

”
äîñòàòíÿ óìî-

âà“ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ ϕ⇒ ψ.

45. Ñôîðìóëþéòå â òåðìiíàõ ñïîëó÷íèêiâ
”
òîäi, êîëè“,

”
òiëüêè

òîäi, êîëè“ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ ϕ⇒ ψ.

46. Ñôîðìóëþéòå âiäîìó Âàì òåîðåìó, â ÿêié âæèòi ñïîëó÷íèêè

”
ÿêùî ..., òî ...“, â òåðìiíàõ:
à)

”
íåîáõiäíà óìîâà“,

”
äîñòàòíÿ óìîâà“;

á) ñïîëó÷íèêiâ
”
òîäi, êîëè“,

”
òiëüêè òîäi, êîëè“.

47. Ñôîðìóëþéòå êðèòåðiàëüíó òåîðåìó (ϕ ⇒ ψ) â ðiçíèõ òåðìi-
íàõ òà íàâåäiòü iëþñòðóþ÷èé ïðèêëàä.

48. Ùî òàêå ïðÿìèé ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì òà íà ÿêîìó ëîãi-
÷íîìó çàêîíi âií ïîáóäîâàíèé?
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49. ßê â íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó, âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ iìïëiêà-
öi¨, äîâåñòè òåîðåìó |= (ϕ⇒ ψ)?

50. ßê âèêîðèñòàòè çàêîíè ñèëîãiçìó äëÿ äîâåäåííÿ ëàíöþæêà
ëîãi÷íèõ åêâiâàëåíòíîñòåé ϕ1 ⇔ ϕ2 ⇔ ϕ3 ⇔ ...ϕn−1 ⇔ ϕn?
Äîâåäiòü, ùî â òàêîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íà åêâiâàëåí-
òíiñòü ϕi ⇔ ϕj , äå i, j = 1, ..., n.

51. Ïîÿñíiñòü íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi, ÿê âèêîðèñòîâóþòüñÿ çà-
êîíè ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ òà êîíòðàïîçèöi¨ äëÿ äîâåäåííÿ
òåîðåìè íåïðÿìèì ìåòîäîì.

52. Ùî òàêå ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåìè âiä ñóïðîòèâíîãî?

53. Îá ðóíòóéòå ëîãi÷íi îñíîâè ìåòîäó äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâ-
íîãî.

54. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî ðiâíîñèëüíîñòi ϕ→ ψ → F ≡ ϕ → ψ,
ϕ∧ψ → ψ ≡ ϕ→ ψ, ϕ∧ψ → ϕ ≡ ϕ→ ψ, íà ÿêèõ  ðóíòó¹òüñÿ
ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåìè âiä ñóïðîòèâíîãî.

55. Ñêëàñòè ãðóïó âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ iìïëiêàöié â òåðìiíàõ
”
...

ÿêùî, òî ...“ ç âêàçàíèõ âèñëîâëåíü a òà b i âèÿñíèòè, ÿêi ç
iìïëiêàöié iñòèííi, òîáòî ¹ ëîãi÷íèìè ñëiäóâàííÿìè, ÿêùî:
à) a =

”
äàíi êóòè âåðòèêàëüíi“, b =

”
äàíi êóòè ðiâíi“;

á) a =
”
íàâêîëî äàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà ìîæíà îïèñàòè êîëî“,

b =
”
ñóìà ïðîòèëåæíèõ êóòiâ äàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà ðiâíà 180

ãðàäóñiâ“;
â) a =

”
äàíèé ÷îòèðèêóòíèê ¹ ðîìáîì“, b =

”
â äàíèé ÷îòèðè-

êóòíèê ìîæíà âïèñàòè êîëî“;
ã) a =

”
äîáóòîê äâîõ äàíèõ ÷èñåë ðiâíèé íóëþ“, b =

”
îäèí iç

ñïiâìíîæíèêiâ äîáóòêó äâîõ äàíèõ ÷èñåë ðiâíèé íóëþ“.
×è ìîæíà ç âêàçàíèõ âèñëîâëåíü a òà b óòâîðèòè ëîãi÷íó åêâi-
âàëåíòíiñòü, òîáòî êðèòåðiàëüíó òåîðåìó?

56. Ñôîðìóëþéòå îòðèìàíi â ïîïåðåäíié âïðàâi 55 òåîðåìè â òåð-
ìiíàõ:
à)

”
íåîáõiäíî“,

”
äîñòàòíüî“,

”
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî“;

á)
”
òîäi, êîëè“,

”
i òiëüêè òîäi, êîëè“,

”
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè“.
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57. Âñòàíîâèòè, ÷è ψ ¹ ëîãi÷íèì âèñíîâêîì óìîâè ϕ, ÿêùî:
a) ϕ = a(b ∨ c);ψ = a→ b;
á) ϕ = a ∨ b ∨ c;ψ = a ∨ bc;
â) ϕ = a→ c;ψ = (a→ b)(a→ c);
ã) ϕ = b→ c;ψ = b→ c ∨ a;
ä) ϕ = a→ bc;ψ = a→ b;
å) ϕ = a ∨ c→ b;ψ = c→ b.

58. Âñòàíîâèòè, ÿêi ç óìîâ ¹ íåîáõiäíèìè, äîñòàòíiìè, à ÿêi îäíî-
÷àñíî i íåîáõiäíèìè, i äîñòàòíiìè:
a)

”
ßêùî x4 + y4 = 0, òî x = y = 0“;

á)
”
ßêùî k

...16, òî k
...4“;

â)
”
ßêùî xy = 0, òî x = 0“;

ã)
”
ßêùî

√
x = 3, òî x > 6“;

ä)
”
ßêùî sinx = 1, òî x = 0“;

å)
”
ßêùî x2 = x3, òî x = 1“.

59. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ç âèñëîâëåííÿ
”
Ñòóäåíò, ùî áàãàòî ÷àñó â÷è-

òüñÿ, óñïiøíî çäà¹ åêçàìåíè“, âèïëèâà¹ òàêå âèñëîâëåííÿ:

”
Ñòóäåíò, ÿêèé ïðîâàëèâñÿ íà åêçàìåíi, ìàëî â÷èâñÿ“.

60. Ïåðåâiðèòè, ÷è ëîãi÷íî ïðàâèëüíî çðîáëåíî âèñíîâîê â òàêèõ
ìiðêóâàííÿõ:

”
Äëÿ òîãî, ùîá äîïóñòèëè äî åêçàìåíiâ, íåîáõi-

äíî çäàòè çàëiê. ß îòðèìàþ çàëiê, ÿêùî íàâ÷óñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè
çàäà÷i. ß íå çàñâî¨â ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷. Îòæå, ìåíå íå äîïó-
ñòÿòü äî åêçàìåíiâ“?

61. Âèêîðèñòàâøè âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ iìïëiêàöiÿìè ãðóïè âçà¹ìíî
ñïðÿæåíèõ âèñëîâëåíü, âèÿñíèòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ âèñëîâëåíü
ñëiäóþòü ç âèñëîâëåííÿ

”
ßêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî çàêií÷ó¹-

òüñÿ íóëåì, òî âîíî äiëèòüñÿ íà 5“:
à)

”
Äëÿ òîãî, ùîá íàòóðàëüíå ÷èñëî çàêií÷óâàëîñÿ íóëåì, äî-

ñòàòíüî, ùîá âîíî äiëèëîñÿ íà 5“;
á)

”
Äëÿ òîãî, ùîá íàòóðàëüíå ÷èñëî äiëèëîñÿ íà 5, íåîáõiäíî,

ùîá âîíî çàêií÷óâàëîñÿ íóëåì“;
â)

”
Äëÿ òîãî, ùîá íàòóðàëüíå ÷èñëî äiëèëîñÿ íà 5, äîñòàòíüî,

ùîá âîíî çàêií÷óâàëîñÿ íóëåì“;
ã)

”
Äëÿ òîãî, ùîá íàòóðàëüíå ÷èñëî íå äiëèëîñÿ íà 5, äîñòà-

òíüî, ùîá âîíî íå çàêií÷óâàëîñÿ íóëåì“;
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ä)
”
Íàòóðàëüíå ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âîíî äiëèòüñÿ íà 5“;
å)

”
Íàòóðàëüíå ÷èñëî íå äiëèòüñÿ íà 5 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

âîíî íå çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì“.
Âêàçàíi âèñëîâëåííÿ çàïèñàòè cèìâîëi÷íî òà âèÿñíèòè, ÿêi ç
íèõ ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ.

62. Íåõàé ϕ ⇒ ψ � ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ. Äîâåñòè, ùî êîæíà íå-
îáõiäíà óìîâà äëÿ ψ ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ ϕ, à êîæíà äîñòàòíÿ
óìîâà äëÿ ϕ ¹ äîñòàòíüîþ i äëÿ ψ.

63. Ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà âñiõ ïðîñòèõ
÷èñåë íåñêií÷åííà.

64. Äîâåñòè, âèêîðèñòàâøè ìåòîä âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî:
à) ðiâíÿííÿ x2− 5 = 0 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â ìíîæèíi ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë;
á) ÷èñëî lg 5 ¹ iððàöiîíàëüíå ÷èñëî.

65. *Òåîðåìà Ãàóáåðà àáî ïðèíöèï ïîâíî¨ äèç'þíêöi¨ ôîð-
ìóëþ¹òüñÿ òàê:

”
Äàíî òàêi äâi iìïëiêàöi¨, ùî äèç'þíêöiÿ ¨õ

óìîâ iñòèííà, à ¨õ âèñíîâêè íåñóìiñíi. Òîäi, ÿêùî äàíi iìïëi-
êàöi¨ iñòèííi, îáåðíåíi äî íèõ iìïëiêàöi¨ òåæ iñòèííi“. Âèðà-
çèòè öþ òåîðåìó ñèìâîëi÷íî òà ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî âîíà
ñïðàâäæó¹òüñÿ. Óçàãàëüíèòè öþ òåîðåìó íà äîâiëüíå ÷èñëî
iìïëiêàöié. Íàâåñòè ïðèêëàäè iëþñòðàöi¨ òåîðåìè Ãàóáåðà.

66. Ôîêóñíèê òðèìà¹ â îäíié ðóöi (íåâiäîìî â ÿêié) ìîíåòó. Âi-
äîìî, ùî âií çàâæäè îáìàíþ¹ àáî çàâæäè ãîâîðèòü ïðàâäó
(àëå íåâiäîìî, ùî ñàìå). ßê çà äîïîìîãîþ ¹äèíîãî çàïèòàí-
íÿ äî ôîêóñíèêà âèÿñíèòè ç îòðèìàíî¨ âiäïîâiäi, â ÿêié ðóöi
çíàõîäèòüñÿ ìîíåòà?

67. Ïðè äîñëiäæåííi õâîðîáè ó ïàöi¹íòà ëiêàð âñòàíîâèâ òàêó ií-
ôîðìàöiþ:
à) cèìïòîì a ñïiëüíî ç ñèìïòîìîì b çóñòði÷à¹òüñÿ òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè ¹ ñèìïòîì c;
á) íàÿâíiñòü îäíî÷àñíî ñèìïòîìiâ b i d òÿãíå çà ñîáîþ õî÷à áè
îäèí iç ñèìïòîìiâ a, c;
â) ÿêùî ñèìïòîì b áóâà¹ áåç a, òî ïðèñóòíié a àáî c;
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ã) ç íàÿâíîñòi ñèìïòîìó b áåç c âèïëèâà¹ âiäñóòíiñòü ñèìïòî-
ìó a.
Ìàêñèìàëüíî ñïðîñòèòè îòðèìàíó iíôîðìàöiþ.

68. Ïåðåâiðèòè, ÷è ëîãi÷íî ïðàâèëüíî çðîáëåíèé âèñíîâîê â íà-
ñòóïíèõ ìiðêóâàííÿõ:

”
ßêùî A ïåðåìîæå íà âèáîðàõ, âií áó-

äå çàäîâîëåíèé; à ÿêùî âií áóäå çàäîâîëåíèé, òî âií ïîãàíèé
áîðåöü â ïåðåäâèáîðíié êîìïàíi¨. Àëå ÿêùî âií ïðîâàëèòüñÿ
íà âèáîðàõ, òî âòðàòèòü äîâiðó ïàðòi¨. Âií ïîãàíèé áîðåöü íà
âèáîðàõ, ÿêùî âòðàòèòü äîâiðó ïàðòi¨. ßêùî æ âií ïîãàíèé
áîðåöü â ïåðåäâèáîðíié êîìïàíi¨, éîìó ñëiä âèéòè ç ïàðòi¨. Âi-
äîìî, ùî A àáî ïåðåìîæå íà âèáîðàõ, àáî ïðîâàëèòüñÿ. Îòæå,
éîìó òðåáà âèéòè ç ïàðòi¨“.

69. Ïðèçåð ìàòåìàòè÷íî¨ îëiìïiàäè ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàâ äâi çàäà-
÷i ç ÷îòèðüîõ çàïðîïîíîâàíèõ. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ñàìå çàäà÷i âií
ðîçâ'ÿçàâ ïîâíiñòþ, ÿêùî âiäîìî, ùî:
à) íåâiðíî, ùî ðîçâ'ÿçàíi ïåðøà i òðåòÿ çàäà÷i;
á) ÿêùî äðóãà çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà, òî i ÷åòâåðòà ðîçâ'ÿçàíà;
â) ç äâîõ âèñëîâëåíü:

”
÷åòâåðòà çàäà÷à íå ðîçâ'ÿçàíà“ i

”
íi

äðóãà, íi òðåòÿ çàäà÷i íå ðîçâ'ÿçàíi“ � îäíå ïðàâèëüíå, à äðó-
ãå íåïðàâèëüíå.
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2.7 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

� 55.
â)
a→ b =

”
Â ðîìá ìîæíà âïèñàòè êîëî“;

b → a =
”
ßêùî â ÷îòèðèêóòíèê ìîæíà âïèñàòè êîëî, òî âií ¹

ðîìáîì“;
a→ b =

”
ßêùî ÷îòèðèêóòíèê íå ¹ ðîìáîì, òî â íüîãî íå ìîæíà

âïèñàòè êîëî“;
b → a =

”
ßêùî â ÷îòèðèêóòíèê íå ìîæíà âïèñàòè êîëî, òî âií

íå ¹ ðîìáîì“;
a→ b, b→ a � iñòèííi iìïëiêàöi¨;
b→ a, a→ b � õèáíi iìïëiêàöi¨ ïðè ðîçãëÿäi äîâiëüíèõ ÷îòèðè-

êóòíèêiâ;
êðèòåðiàëüíó òåîðåìó ç öèõ âèñëîâëåíü a, b óòâîðèòè íåìîæëè-

âî.
ã)
a → b =

”
ßêùî äîáóòîê äâîõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ íóëþ, òî îäèí iç

ñïiâìíîæíèêiâ ðiâíèé íóëþ“;
b → a =

”
ßêùî îäèí iç ñïiâìíîæíèêiâ äîáóòêó äâîõ ÷èñåë ðiâ-

íèé íóëþ, òî i äîáóòîê öèõ ÷èñåë ðiâíèé íóëþ“;
a→ b =

”
ßêùî äîáóòîê äâîõ ÷èñåë íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî æîäåí

iç ñïiâìíîæíèêiâ äîáóòêó íå ðiâíèé íóëþ “;
b → a =

”
ßêùî îáèäâà ñïiâìíîæíèêè äîáóòêó äâîõ ÷èñåë íå

ðiâíi íóëþ, òî i äîáóòîê öèõ ÷èñåë íå äîðiâíþ¹ íóëþ“;
Òóò âñi ÷îòèðè iìïëiêàöi¨ ¹ ëîãi÷íèìè ñëiäóâàííÿìè. Òîìó ç íèõ

ìîæíà óòâîðèòè êðèòåðiàëüíó òåîðåìó.
Íàïðèêëàä,

”
Äîáóòîê äâîõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè îäèí iç ñïiâìíîæíèêiâ ðiâíèé íóëþ“, àáî
”
Äîáóòîê äâîõ

÷èñåë íåíóëüîâèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáèäâà ñïiâìíîæíèêè íå-
íóëüîâi“.

Ñèìâîëi÷íî öå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:
xy 6= 0 ↔ (x 6= 0 ∧ y 6= 0), äå x, y ∈ R � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà,

àáî ó âèãëÿäi xy = 0↔ (x = 0 ∨ y = 0).
� 56.
â)
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a→ b =
”
Íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ ðîìáà ¹ òå, ùî â íüîãî ìîæíà

âïèñàòè êîëî“;

”
Äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ ÷îòèðèêóòíèêà, â ÿêîãî ìîæíà âïèñà-

òè êîëî, ¹ òå, ùî âií ¹ ðîìá“.

”
Â ÷îòèðèêóòíèê ìîæíà âïèñàòè êîëî òîäi, êîëè âií ¹ ðîìáîì“;

”
×îòèðèêóòíèê ¹ ðîìáîì òiëüêè òîäi, êîëè â íüîãî ìîæíà âïè-

ñàòè êîëî“.
ã)
a → b =

”
Òå ùî îäèí iç äâîõ ñïiâìíîæíèêiâ ðiâíèé íóëþ, ¹

íåîáõiäíèì äëÿ òîãî, ùîá ¨õ äîáóòîê áóâ ðiâíèé íóëþ“;

”
Òå, ùî äîáóòîê äâîõ ÷èñåë ðiâíèé íóëþ, ¹ äîñòàòíiì äëÿ òîãî,

ùîá îäèí iç ñïiâìíîæíèêiâ áóâ ðiâíèé íóëþ“;

”
Îäèí iç äâîõ ñïiâìíîæíèêiâ ðiâíèé íóëþ òîäi, êîëè ¨õ äîáóòîê

ðiâíèé íóëþ“;

”
Äîáóòîê äâîõ ÷èñåë ðiâíèé íóëþ òiëüêè òîäi, êîëè îäèí iç ñïiâ-

ìíîæíèêiâ ðiâíèé íóëþ“;

”
Äëÿ òîãî, ùîá îäèí iç äâîõ ñïiâìíîæíèêiâ áóâ ðiâíèé íóëþ,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ¨õ äîáóòîê áóâ ðiâíèé íóëþ“;

”
Îäèí iç äâîõ ñïiâìíîæíèêiâ ðiâíèé íóëþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ¨õ äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ“.
� 57.
a), ã), ä), å): ψ ¹ ëîãi÷íèì âèñíîâêîì äëÿ φ.
� 58.
à)

”
x = y = 0 ¹ íåîáõiäíèì i äîñòàòíiì äëÿ x4 + y4 = 0“;
á)

”
k
...16 ¹ äîñòàòíiì äëÿ k

...4, à k
...4 ¹ íåîáõiäíèì äëÿ k

...16“;
â)

”
x = 0 ¹ äîñòàòíiì äëÿ xy = 0, à xy = 0 ¹ íåîáõiäíèì äëÿ x = 0“;
ã)

”

√
x = 3 ¹ äîñòàòíiì äëÿ x > 6, à x > 6 ¹ íåîáõiäíèì äëÿ

√
x =

= 3“;
ä)
óìîâè

”
sin(x) = 1“i

”
x = 0“íå ¹ íi íåîáõiäíèì, íi äîñòàòíiì îäíà

äëÿ îäíî¨;
å)
x = 1 ¹ äîñòàòíiì äëÿ x2 = x3, à x2 = x3 ¹ íåîáõiäíèì äëÿ x = 1;
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� 59. Òàê. Âêàçiâêà. Ââåñòè ïîçíà÷åííÿ äëÿ âèñëîâëåíü:
a =

”
Ñòóäåíò áàãàòî ÷àñó â÷èòüñÿ“, b =

”
Ñòóäåíò óñïiøíî çäà¹ åêçà-

ìåí“.
� 60. Âèñíîâîê çðîáëåíî ëîãi÷íî íåïðàâèëüíî. Âêàçiâêà. Ââå-

ñòè ïîçíà÷åííÿ äëÿ âèñëîâëåíü: a =
”
ß äîïóùåíèé äî åêçàìåíà“,

b =
”
ß îòðèìàâ çàëiê“, c =

”
ß íàâ÷óñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i“ i ïîêà-

çàòè, ùî íå ¹ iñòèííîþ ôîðìóëà (a→ b)(c→ b)c→ a.

� 61. Çà óìîâîþ âèñëîâëåííÿ p =
”
n
...10→ n

...5“, äå n ∈ N, iñòèí-

íå, òîáòî n
...10 ⇒ n

...5. Ç öüîãî âèñëîâëåííÿ ñëiäóþòü âèñëîâëåííÿ
â), ä), å), à ðiâíîñèëüíiñòü âèñëîâëåíü ó òàêèõ: à) ≡ á) ≡ ã); ä) ≡ å);
ð ≡ â).

Ñèìâîëi÷íèé âèãëÿä äëÿ à) � å) òàêèé:

à) n
...5→ n

...10;

á) n
...5→ n

...10;

â) n
...10→ n

...5;

ã) n
...10→ n

...5;

ä) n
...5↔ n

...10;

å) n
...10↔ n

...5.

� 63.
Íåõàé P = {p1, p2, ..., pn, ...}� ìíîæèíà âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî âîíà ñêií÷åííà. Íåõàé, íàïðèêëàä, öÿ ìíîæèíà ìà¹
k ïðîñòèõ ÷èñåë, òîáòî P = {p1, p2, ..., pk, ...}. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî
p = p1p2...pk + 1. Îñêiëüêè p /∈ P , òî p � ñêëàäåíå ÷èñëî i òîìó
äiëèòüñÿ íà îäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë ç ìíîæèíè P . Ðàçîì ç òèì î÷å-
âèäíî, ùî p íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà pi, äå pi ∈ P � äîâiëüíå ïðîñòå
÷èñëî. À òîìó p ¹ ïðîñòå ÷èñëî, òîáòî p ∈ P . Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ:
p ∈ P i p /∈ P . Òîìó ïðèïóùåííÿ íåïðàâèëüíå i, îòæå, ìíîæèíà P
âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë íåñêií÷åííà.

� 64.
á)
Äîâåäåìî, ùî lg 5 � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî. Ïðèïóñòèìî ñóïðî-

òèâíå, òîáòî lg 5 =
m

n
� ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, äå m ∈ Z, n ∈ N. Òîäi

10m/n = 5, çâiäêè 10m = 5n. Àëå î÷åâèäíî, ùî 10m 6= 5n. Îòðèìàëè
ïðîòèði÷÷ÿ:10m = 5n i 10m 6= 5n. Òîìó ïðèïóùåííÿ íåïðàâèëüíå i,
îòæå, lg 5 � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî.
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� 66.
Îäèí iç âàðiàíòiâ âiäïîâiäi.

”
×è ¹ iñòèíîþ ùî òå, ùî â ëiâié

ðóöi ìîíåòà, åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî Âè ïðàâäèâà ëþäèíà?“ßêùî
ôîêóñíèê âiäïîâiñòü

”
Òàê!“, òî ìîíåòà â ëiâié ðóöi, à ÿêùî �

”
Íi!“,

òî ìîíåòà â ïðàâié ðóöi.
� 67.
Ñèìïòîì a ðàçîì ç ñèìïòîìîì b çóñòði÷à¹òüñÿ òîäi, êîëè ¹ ñèì-

ïòîì c, à íàÿâíiñòü ñèìïòîìó b òÿãíå çà ñîáîþ ñèìïòîì c.Âêàçiâêà.
Ñêëàñòè òà ñïðîñòèòè òàêó êîíþíêöiþ:

(c↔ ab)(bd→ a ∨ c)(bā→ a ∨ c)(bc̄→ ā).
Çàóâàæåííÿ. Äàíà âïðàâà ùå ðàç ïiäòâåðäæó¹, íàñêiëüêè âà-

æëèâà ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà â ïîâñÿêäåííié ïðàêòèöi (à íå ëèøå â
ìåäèöèíi ÷è â þðèñïðóäåíöi¨).

� 68. Âèñíîâîê ëîãi÷íî ïðàâèëüíèé. Âêàçiâêà. Ââåñòè ïîçíà-
÷åííÿ äëÿ âèñëîâëåíü

a =
”
À ïåðåìîæå íà âèáîðàõ“;

b =
”
À çàäîâîëåíèé“;

c =
”
À ïîãàíèé áîðåöü â ïåðåäâèáîðíié êàìïàíi¨“;

ā =
”
À ïðîâàëèòüñÿ íà âèáîðàõ“;

d =
”
À âòðàòèòü äîâiðó ïàðòi¨“;

e =
”
À íåîáõiäíî âèéòè ç ïàðòi¨“

òà âèÿñíèòè iñòèííiñòü ôîðìóëè
(a→ b)(b→ c)(ā→ d)(d→ c)(c→ e)→ e.
� 69.
Ðîçâ'ÿçàíî ïåðøó òà ÷åòâåðòó çàäà÷ó.
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Åëåìåíòè àëãåáðè ìíîæèí

3 Åëåìåíòè àëãåáðè ìíîæèí

1. Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ìíîæèíè òà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ
íèìè.

2. Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè; äiàãðàìè Âåííà-Åéëåðà.
3. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè; ïîíÿòòÿ ïðî

àëãåáðó ìíîæèí.
4. Ïîíÿòòÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó ìíîæèí òà âiäíîøåííÿ ìiæ åëå-

ìåíòàìè ìíîæèí.
5. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
6. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

3.1 Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ìíîæèíè òà ñïiââiä�

íîøåííÿ ìiæ íèìè

1. Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè ¹ îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ, ôóíäàìåí-
òàëüíèõ ïîíÿòü ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè. Öå ïîíÿòòÿ ¹ ïåðâiñíèì.
Âîíî íå âèçíà÷à¹òüñÿ, à ðîç'ÿñíþ¹òüñÿ íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.
Ñèíîíiìàìè ñëîâà

”
ìíîæèíà“ ìîæíà ââàæàòè òàêi ñëîâà, ÿê ñó-

êóïíiñòü, ñèñòåìà, êëàñ, çáiðêà òîùî. Ãîâîðÿ÷è ïðî ìíîæèíó,
ìè çàâæäè áóäåìî ðîçóìiòè ïiä öèì ïîíÿòòÿì ïåâíó ñóêó�
ïíiñòü äåÿêèõ îá'¹êòiâ, ðîçãëÿäàþ÷è ¨¨ ÿê ¹äèíå öiëå. Îá'¹�
êòè, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ìíîæèíà, íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàìè
öi¹¨ ìíîæèíè.

Íàïðèêëàä, ãîâîðÿ÷è ïðî ïîòiê ñòóäåíòiâ íà ëåêöi¨, àíñàìáëü
áóäiâåëü, ñèñòåìó ðîáiò, êîìïëåêñ âïðàâ, êîëåêöiþ ìîíåò òîùî, ìè
öèì ñàìèì ìà¹ìî íà óâàçi ìíîæèíè ñòóäåíòiâ íà ëåêöi¨, áóäiâåëü,
ðîáiò, âïðàâ, ìîíåò òîùî. Â àëãåáði ðîçãëÿäà¹ìî ìíîæèíè íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë, öiëèõ ÷èñåë, ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ïðîñòèõ ÷èñåë,
äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, êîðåíiâ ðiâíÿííÿ òîùî. Â ãåîìåòði¨ ãîâî-
ðèìî ïðî ìíîæèíè òðèêóòíèêiâ, âiäðiçêiâ, ìíîãîãðàííèêiâ, ñòîðií
ìíîãîêóòíèêà òîùî.

2. Âïåðøå òåîðiÿ ìíîæèí ÿê ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ áóëà ñòâîðåíà
â êiíöi 19-ãî ñòîëiòòÿ íiìåöüêèì ìàòåìàòèêîì Ã. Êàíòîðîì (1845 �
1918 ðð.). Çãiäíî Ã. Êàíòîðó, ìíîæèíà � öå äîâiëüíà çáiðêà ïåâíèõ
ðiçíèõ îá'¹êòiâ, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ¹äèíå öiëå, ÿê äåÿêèé íîâèé
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Ìàë. 1.3. Ãåîðã Êàíòîð (1845 � 1918 ðîêè)

îá'¹êò.

3. Ìíîæèíè, ÿê ïðàâèëî, áóäåìî ïîçíà÷àòè âåëèêèìè ëàòèí-
ñüêèìè áóêâàìè: A,B,C, ..., à ¨õ åëåìåíòè � ìàëèìè ëàòèíñüêèìè
áóêâàìè: a, b, c, ....

Ìiæ ìíîæèíîþ òà ¨¨ åëåìåíòàìè ââîäèòüñÿ íåîçíà÷óâà�
íå ïîíÿòòÿ çâ'ÿçêó ìiæ åëåìåíòàìè òà ìíîæèíîþ � íàëå�
æíiñòü (âõîäæåííÿ) åëåìåíòà äî ìíîæèíè, ùî ïîçíà÷à¹�
òüñÿ ñèìâîëîì

”
∈“: a ∈ A îçíà÷à¹, ùî åëåìåíò a íàëåæèòü

(âõîäèòü) äî ìíîæèíè A; ÿêùî æ åëåìåíò a íå íàëåæèòü
(íå âõîäèòü) äî ìíîæèíè A, òî öå ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê: a /∈ A.

Íàïðèêëàä, ÿêùî N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òî ìà¹ìî:
12 ∈ N; 4.8 /∈ N.

Çàóâàæåííÿ. Ç êîæíîþ ìíîæèíîþ, ÿê ïðàâèëî, çâ'ÿçó¹òüñÿ ïî�
íÿòòÿ ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ áóêâîþ, çíà÷åííÿ-
ìè ÿêî¨ ¹ åëåìåíòè öi¹¨ ìíîæèíè, òîáòî îáëàñòþ çìiíè, îáëàñòþ
çíà÷åíü ¨¨ ¹ äàíà ìíîæèíà.

Íàïðèêëàä, â çàïèñi n ∈ N áóäåìî ðîçóìiòè, ùî n � öå íàòó-
ðàëüíà çìiííà äëÿ ìíîæèíè N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë; îáëàñòþ çìiíè
äëÿ n ¹ öÿ ìíîæèíà N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

4. Ñåðåä ìíîæèí ðîçðiçíÿþòü ñêií÷åííi ìíîæèíè i íåñêií�
÷åííi ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ, ÿêùî âî�
íà ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ; â ïðîòèâíîìó âè�
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ïàäêó ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííîþ.

Íàïðèêëàä, ñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè ¹:

1. Ìíîæèíà ñòóäåíòiâ â äàíié àóäèòîði¨ íà ëåêöi¨.

2. Ìíîæèíà òðèöèôðîâèõ ÷èñåë.

3. Ìíîæèíà âñiõ àòîìiâ, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ Çåìëÿ.

Íàïðèêëàä, íåñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè ¹:

1. Ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë Z.

2. Ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòíèõ ðiâíÿíü.

3. Ìíîæèíà âñiõ öèëiíäðiâ.

Î÷åâèäíî, ùî äî ñêií÷åííèõ ìíîæèí ìîæíà âiäíåñòè òàê çâà-
íó ïîðîæíþ ìíîæèíó, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì ∅. Öå òàêà
ìíîæèíà, ÿêà íå ìiñòèòü æîäíîãî åëåìåíòà.

Íàïðèêëàä, ìíîæèíà âñiõ öiëèõ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ 4x2 − 9 = 0
ïîðîæíÿ.

5. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî òå, ÿê ìîæíà çàäàòè ìíîæèíó, òîáòî
ç'ÿñóâàòè, ç ÿêèõ åëåìåíòiâ âîíà ñêëàäà¹òüñÿ, àáî îõàðàêòåðèçóâàòè
åëåìåíòè öi¹¨ ìíîæèíè òàê, ùîá ìîæíà áóëî âèçíà÷èòè, íàëåæàòü
âîíè öié ìíîæèíi, ÷è íå íàëåæàòü.

Íàéáiëüø ïîøèðåíèìè ñïîñîáàìè çàäàííÿ ìíîæèí ¹ òàêi:

1. Ïåðåëiê âñiõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè; ïðè çàïèñi òàêî¨ ìíî-
æèíè, ïåðåëi÷èâøè ¨¨ åëåìåíòè, ðîçñòàâëÿþòü ôiãóðíi äóæ-
êè. Öåé ñïîñiá çðó÷íèé, êîëè çàïèñó¹òüñÿ íåâåëèêà êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ìíîæèíè. Íèæ÷å ïîäàìî ïðèêëàäè çàäàííÿ ìíî�
æèí çà äîïîìîãîþ ïåðåëiêó:
a) {1, 3, 5, 7, 9} � ìíîæèíà âñiõ íåïàðíèõ öèôð;
á) {Àçiÿ, �âðîïà, Àìåðèêà, Àôðèêà, Àâñòðàëiÿ, Àíòàðêòèäà}
� ìíîæèíà âñiõ ìàòåðèêiâ Çåìëi;
â) {2, 4, 5, 8, 10, ..., 50}� ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë âiä 2 äî 50; òóò âèïèñàíi íå âñi åëåìåíòè, à òîìó âæèòî
òðè êðàïêè;
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ã) {1, 3, 5, 7, ..., 2n − 1, ...} � íåñêií÷åííà ìíîæèíà âñiõ íåïàð-
íèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë; ïðè çàïèñi òóò âæèòî íàòóðàëüíó
çìiííó n ∈ N, äå N � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

2. Õàðàêòåðèñòè÷íà âëàñòèâiñòü � ïåâíi ïðàâèëa, ÿêi ìî-
æóòü áóòè âèðàæåíi ñëîâåñíî àáî äåÿêîþ ôîðìóëîþ òà âêàçó-
þòü, ç ÿêèõ åëåìåíòiâ óòâîðåíà äàíà ìíîæèíà. Â ðåçóëüòàòi
âiäïîâiäíèé çàïèñ äëÿ ìíîæèíè A ìàòèìå òàêèé âèãëÿä: A =
= {a|P (a)}, äå P (a) � öå òå ïðàâèëî, òà õàðàêòåðèñòè÷íà âëà-
ñòèâiñòü, ùî âêàçó¹, ç ÿêèõ åëåìåíòiâ ñêëàäà¹òüñÿ ìíîæèíà
A. Íèæ÷å ïîäàìî ïðèêëàäè çàäàííÿ ìíîæèí õàðàêòåðè-
ñòè÷íîþ âëàñòèâiñòþ:
à) A = {2n|n ∈ N} � ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë;
á) B = {n ∈ N|9 < n < 100} � ìíîæèíà âñiõ äâîöèôðîâèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;
â) C = {x ∈ R|x4 + 4x2 + 2 = 0} � ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ êî-
ðåíiâ ðiâíÿííÿ x4 + 4x2 + 2 = 0;
ã) D = {x ∈ R|2 6 x 6 5} � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê ÷èñëîâîãî
âiäðiçêà [2; 5];
ä) E � ìíîæèíà âñiõ ðàêiâ ó Ïiâäåííîìó Áóçi � âèðàæåíà
ñëîâåñíî.

Âiäìiòèìî ùå ðàç, ùî íàìè áóäóòü âæèâàòèñÿ ïîñòiéíi çà�
ãàëüíîïðèéíÿòi ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ òàêèõ ÷èñëîâèõ ìíî-
æèí, ÿê:

N � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;
Z � ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë;

Q � ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
R � ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë;

C � ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;
[a; b], [a; b), (a; b], (a; b) � ñêií÷åííi ÷èñëîâi ïðîìiæêè.

Çàóâàæèìî, ùî îäíîåëåìåíòíó ìíîæèíó, ÿêà ìiñòèòü ¹äèíèé
åëåìåíò a, ïîçíà÷àòèìåìî {a}. Çðîçóìiëî òîäi, ùî çàïèñè âèäó a i
{a} íîñÿòü ðiçíèé çìiñò. Òàêîæ çàñòåðåæåìî ïðî òå, ùî ïîðÿäîê
çàïèñó åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi íå âiäiãðà¹ ðîëi. Òîìó, íàïðèêëàä, çà-
ïèñè {1, 2, 3} i {2, 1, 3} âêàçóþòü íà îäíó i òó æ ñàìó ìíîæèíó ç
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òðüîõ ÷èñåë 1, 2, 3, ÿêi ¹ ¨¨ åëåìåíòàìè. À îò çàïèñ âèäó {1, 2, 2, 3}
óæå ââàæà¹òüñÿ íåêîðåêòíèì, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè â ìíîæèíi ïî-
âèííi áóòè ðiçíèìè.

6. Ìiæ ìíîæèíàìè âñòàíîâëþþòüñÿ òàêi äâà ñïiââiäíîøåííÿ:
à) ðiâíiñòü ìíîæèí; á) áóòè ïiäìíîæèíîþ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.2. Ìíîæèíè A i B íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè ìiæ
ñîáîþ, ÿêùî âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ i òèõ æå åëåìåíòiâ, à
ðiâíiñòü öèõ ìíîæèí çàïèñó¹òüñÿ òàê: A = B.

Íàïðèêëàä, A = B, äå A = {2, 3, 4, 5}, B = {n ∈ N|1 < n < 6};
{3,−3} = {x|x2 − 9 = 0}. ßêùî ìíîæèíè A,B íåðiâíi, òî ïîçíà÷à-
òèìåìî òàêå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè çà äîïîìîãîþ A 6= B.

Îçíà÷åííÿ 3.1.3. Ìíîæèíà A1 íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíîþ
ìíîæèíè A, ùî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷à¹òüñÿ ó âèãëÿäi A1 ⊂ A, ÿêùî
êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè A1 ¹ åëåìåíòîì i ìíîæèíè A; ñèìâîë
⊂ ÷àñòî íàçèâàþòü âêëþ÷åííÿì; òîäi ãîâîðÿòü, ùî A1 âêëþ÷à¹�
òüñÿ â ìíîæèíó A.

Ïðèêëàäè.

1. Ìíîæèíà âñiõ ñòóäåíòîê â äàíié àóäèòîði¨ ¹ ïiäìíîæèíîþ âñiõ
ïðèñóòíiõ îñiá â öié àóäèòîði¨.

2. Ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ ÷èñåë ¹ ïiäìíîæèíîþ âñiõ öiëèõ ÷èñåë.

3. ßêùî P � ìíîæèíà âñiõ ïàðàëåëîãðàìiâ, P1 � ìíîæèíà âñiõ
ïðÿìîêóòíèêiâ, à K � ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòiâ, òî âçà¹ìîçâ'ÿ-
çîê ìiæ öèìè ìíîæèíàìè ñèìâîëîì âêëþ÷åííÿ ìîæíà âèðà-
çèòè òàê: K ⊂ P1 ⊂ P , òîáòî (K ⊂ P1 ∧ P1 ⊂ P ).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìiæ ðiâíiñòþ ìíîæèí òà âiäíîøåííÿì áóòè
ïiäìíîæèíîþ iñíó¹ òàêèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê:

A = B ≡ (A ⊂ B ∧B ⊂ A);

àáî, ùî òå æ ñàìå,

A = B ⇔ (A ⊂ B ∧B ⊂ A).

84



Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ìíîæèíè òà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè

Âiäìiòèìî òàêîæ i òàêi î÷åâèäíi âêëþ÷åííÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ìíî-
æèíè A:

∅ ⊂ A ⊂ A.

Äî ðå÷i, ìíîæèíè ∅ i A íàçèâàþòüñÿ íåâëàñíèìè ïiä�
ìíîæèíàìè ìíîæèíè A; âñi iíøi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A
íàçèâàþòüñÿ ¨¨ âëàñíèìè ïiäìíîæèíàìè. Îòæå, A1 � âëà-
ñíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè À, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:
∅ 6= A1 ⊂ A 6= A1.

Íàïðèêëàä, ìíîæèíà A = {1, 2, 3} ìà¹ íåâëàñíi ïiäìíîæèíè,
∅, A i òàêi âëàñíi ïiäìíîæèíè: {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}.

Çâåðòà¹ìî óâàãó íà ðiçíèöþ ìiæ ñèìâîëàìè ∈ i ⊂.
Íàïðèêëàä, {1} ⊂ {1, 2, 3}, àëå 1 ∈ {1, 2, 3}: òóò ñèìâîë ⊂ âêà-

çó¹ íà âêëþ÷åííÿ ìiæ ìíîæèíàìè, à ñèìâîë ∈ âêàçó¹ íà íàëåæíiñòü
åëåìåíòà äî ìíîæèíè.

Ïðèêëàä. Âêàçàòè âñi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A = {1, {1}}.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âñiìà ïiäìíîæèíàìè äàíî¨ ìíîæèíè ¹ òàêi:

∅; {1}; {{1}}; {1, {1}}.

7. Ïðè âèâ÷åííi, äîñëiäæåííi ìíîæèí, ¨õ åëåìåíòiâ, çâ'ÿçêiâ ìiæ
íèìè, ÿê ïðàâèëî, ââîäèòüñÿ ôiêñîâàíà ìíîæèíà, íà ÿêié i âèâ÷àþ-
òüñÿ, ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåâíi ìíîæèíè, ïiäìíîæèíè, åëåìåíòè, çâ'ÿç-
êè ìiæ íèìè. Òàêà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ i ÷àñòî
ïîçíà÷à¹òüñÿ áóêâîþ U .

Â çàëåæíîñòi âiä òîãî êîëà ïèòàíü, ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ â òié ÷è
iíøié ñèòóàöi¨, â ðîëi óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè ìîæå âèñòóïàòè íå
îäíà i òà æ ñàìà ìíîæèíà.Íàïðèêëàä, ïðè âèâ÷åííi ìàòåìàòèêè â
ìîëîäøèõ êëàñàõ â ðîëi óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè âèñòóïà¹ ìíîæèíà
N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, à ïðè âèâ÷åííi ïëàíiìåòði¨ â ñåðåäíiõ êëàñàõ
â ðîëi óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè âèñòóïà¹ ïëîùèíà.

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíà ìíîæèíà A ¹ ïiäìíîæèíîþ óíiâåðñàëü-
íî¨ ìíîæèíè U , òîáòî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ A ⊂ U .
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3.2 Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè; äiàãðàìè Âåííà�

Åéëåðà

1. Ïîäiáíî òîìó, ÿê íàä âèñëîâëåííÿìè áóëè ââåäåíi îïåðàöi¨,
â ðåçóëüòàòi ÿêèõ îòðèìóâàëèñÿ âèñëîâëåííÿ, íàä ìíîæèíàìè òåæ
ââåäåìî ðÿä àíàëîãi÷íèõ îïåðàöié, â ðåçóëüòàòi ÿêèõ îòðèìóâàòè-
ìåìî ìíîæèíè.

Íåõàé A,B ⊂ U � äîâiëüíi ìíîæèíè, ùî âçÿòi ç óíiâåðñàëüíî¨
ìíîæèíè U .

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. Îá'¹äíàííÿì ìíîæèí A,B íàçèâà¹òüñÿ òà�
êà ìíîæèíà, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ A∪B, ç U , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ
i òiëüêè òàêèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü õî÷à áè îäíié ç ìíîæèí
A,B.

Ñèìâîëi÷íî öå îçíà÷åííÿ îá'¹äíàííÿ A∪B ìíîæèí A,B ìàòèìå
òàêèé âèãëÿä:

A ∪B df
= {c|c ∈ A ∨ c ∈ B},

òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ U ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íà åêâiâàëåí-
òíiñòü

c ∈ A ∪B ⇔ (c ∈ A ∨ c ∈ B)

àáî, ÿê ìè çíà¹ìî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîñèëüíiñòü

c ∈ A ∪B ≡ (c ∈ A ∨ c ∈ B).

Iíîäi îïåðàöiþ îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A,B íàçèâàþòü äîäàâàííÿì,
à âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò ïðè öüîìó � ñóìîþ öèõ ìíîæèí, ÿêó ïî-
çíà÷àþòü òàê: A+B.

Îçíà÷åííÿ 3.2.2. Ïåðåòèíîì ìíîæèí A,B íàçèâà¹òüñÿ òàêà
ìíîæèíà, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ A ∩B, ç U , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ
i òiëüêè òàêèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü i äî ìíîæèíè A, i äî
ìíîæèíè B îäíî÷àñíî.

Ñèìâîëi÷íî öå îçíà÷åííÿ ïåðåòèíó (à iíîäi ãîâîðÿòü ïåðåðiçó)
A ∩B ìíîæèí A,B ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

A ∩B df
= {c|c ∈ A ∧ c ∈ B},
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òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ U ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íà åêâiâàëåí-
òíiñòü

c ∈ A ∩B ⇔ (c ∈ A ∧ c ∈ B)

àáî, ÿê ìè çíà¹ìî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîñèëüíiñòü

c ∈ A ∩B ≡ (c ∈ A ∧ c ∈ B).

Iíîäi îïåðàöiþ ïåðåòèíó ìíîæèí A,B íàçèâàþòü ìíîæåííÿì,
à âiäïîâiäíèé ïðè öüîìó ðåçóëüòàò � äîáóòêîì öèõ ìíîæèí, ÿêèé
ïîçíà÷àþòü òàê: A ·B àáî AB.

Îçíà÷åííÿ 3.2.3. Ðiçíèöåþ ìíîæèí A,B, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ â
ðåçóëüòàòi âiäíiìàííÿ ìíîæèíè B âiä ìíîæèíè A, íàçèâà¹òüñÿ
òàêà ìíîæèíà, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ A \ B, ç U , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
òàêèõ i òiëüêè òàêèõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè À, ùî íå íàëåæàòü
ìíîæèíi Â.

Ñèìâîëi÷íî öå îçíà÷åííÿ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

A \B df
= {c|c ∈ A ∧ c /∈ B},

òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ U ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íà åêâiâàëåí-
òíiñòü

c ∈ A \B ⇔ (c ∈ A ∧ c /∈ B)

àáî, ÿê ìè çíà¹ìî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîñèëüíiñòü

c ∈ A \B ≡ (c ∈ A ∧ c /∈ B).

Îçíà÷åííÿ 3.2.4. Äîïîâíåííÿì ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ òà�
êà ìíîæèíà, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ A, ç U , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ
i òiëüêè òàêèõ åëåìåíòiâ óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè U , ÿêi íå íàëå�
æàòü ìíîæèíi A.

Ñèìâîëi÷íî öå îçíà÷åííÿ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

A
df
= {c|c ∈ U ∧ c /∈ A},

òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ U ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íà åêâiâàëåí-
òíiñòü

c ∈ A⇔ {c ∈ U ∧ c /∈ B},
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àáî, ÿê ìè çíà¹ìî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîñèëüíiñòü

c ∈ A ≡ {c ∈ U ∧ c /∈ B}.

Â ñèëó äàíèõ âèùå îçíà÷åíü î÷åâèäíî, ùî îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ,
ïåðåòèíó, âiäíiìàííÿ ìíîæèí ¹ áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè, à îïåðà-
öiÿ äîïîâíåííÿ ìíîæèíè ¹ óíàðíîþ îïåðàöi¹þ.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàöiÿ äîïîâíåííÿ ìíîæèíè âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç îïåðàöiþ âiäíiìàííÿ ìíîæèí çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi:

A = U \A,

à îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ ìíîæèí � ÷åðåç îïåðàöi¨ äîïîâíåííÿ òà ïå-
ðåòèíó ìíîæèí òàêîþ ðiâíiñòþ:

A \B = A ∩B.

2. Iíîäi, êðiì ââåäåíèõ âèùå îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè, ðîçãëÿ-
äàþòü i îïåðàöiþ ñèìåòðè÷íîãî âiäíiìàííÿ ìíîæèí, â ðåçóëü-
òàòi ÿêî¨ óòâîðþ¹òüñÿ ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ öèõ ìíîæèí. Âiäïîâiäíå
îçíà÷åííÿ ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä.

Îçíà÷åííÿ 3.2.5. Ñèìåòðè÷íîþ ðiçíèöåþ ìíîæèí A i B íà�
çèâà¹òüñÿ òàêà ìíîæèíà, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ A−B, ç U , ÿêà ñêëà�
äà¹òüñÿ ç òàêèõ i òiëüêè òàêèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü îäíié
ç öèõ ìíîæèí i íå íàëåæèòü äðóãié ç íèõ.

Ñèìâîëi÷íî öå îçíà÷åííÿ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

A−B df
= {c|(c ∈ A ∧ c /∈ B) ∨ (c /∈ A ∧ c ∈ B)},

òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ U ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íà åêâiâàëåí-
òíiñòü

c ∈ A−B ⇔ (c ∈ A ∧ c /∈ B) ∨ (c /∈ A ∧ c ∈ B),

àáî, ÿê ìè çíà¹ìî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîñèëüíiñòü

c ∈ A−B ≡ (c ∈ A ∧ c /∈ B) ∨ (c /∈ A ∧ c ∈ B).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàöiÿ ñèìåòðè÷íîãî âiäíiìàííÿ ìíîæèí
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïîïåðåäíi îïåðàöi¨, à ñàìå:

A−B = (A \B) ∪ (B \A);
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A−B = (A ∪B) \ (AB),

ïðè÷îìó A−B = B −A.
Ïðèêëàä. Íåõàé U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} � óíiâåðñàëüíà

ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü âñi öèôðè äåñÿòêîâî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, i
A = {0, 1, 2, 4, 5}, B = {2, 3, 4, 5, 9}. Âêàçàòè, ÿêèìè áóäóòü ìíîæè-
íè A ∪B, A ∩B, A \B, B \A, A, B, A−B.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè îçíà÷åííÿ ââåäåíèõ âèùå îïåðà-
öié íàä ìíîæèíàìè, îòðèìà¹ìî òàêi ðåçóëüòàòè:

A ∪B = {0, 1, 2, 4, 5, 3, 9};
A ∩B = {2, 4, 5};
A \B = {0, 1};
B \A = {3, 9};
A = {3, 6, 7, 8, 9};
B = {0, 1, 6, 7, 8};
A−B = {0, 1, 3, 9}.

3. Äëÿ ãðàôi÷íî¨ iëþñòðàöi¨ ìíîæèí, ñïiââiäíîøåíü ìiæ íèìè
òà ðåçóëüòàòiâ âèêîíàííÿ îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè âèêîðèñòîâóþòü
òàê çâàíi äiàãðàìè Âåííà-Åéëåðà, íàçâàíi â ÷åñòü àíãëiéñüêîãî
ìàòåìàòèêà Âåííà (1886 � 1921 ð.ð.) òà ñëàâíîçâiñíîãî ïåòåðáóðçü-
êîãî ìàòåìàòèêà Ë. Åéëåðà (1707 � 1783 ð.ð.).

Íà öèõ äiàãðàìàõ óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà çîáðàæà¹òüñÿ ïðÿìî-
êóòíèêîì, à ¨¨ ïiäìíîæèíè � êðóãàìè àáî îâàëàìè â öüîìó ïðÿ-
ìîêóòíèêó. Òîìó äëÿ çîáðàæåíü ñïiââiäíîøåííÿ âêëþ÷åííÿ ìiæ
ìíîæèíàìè òà ðåçóëüòàòiâ âèêîíàííÿ îïåðàöié íàä íèìè îòðèìà¹-
ìî òàêi äiàãðàìè, ÿê íà ìàëþíêó 1.4, ñòîðiíêà 90.

Íà öèõ äiàãðàìàõ ðåçóëüòàòè âiäïîâiäíèõ îïåðàöié íàä ìíîæè-
íàìè çîáðàæåíî çàøòðèõîâàíèìè ÷àñòèíàìè ïðÿìîêóòíèêà.

3.3 Îñíîâíi âëàñòèâîñòi îïåðàöié íàä ìíîæèíà�

ìè; ïîíÿòòÿ ïðî àëãåáðó ìíîæèí

1. Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî ðîçãëÿäó âëàñòèâîñòåé ââåäåíèõ âè-
ùå îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè, äîìîâèìîñü ïðî íàñòóïíèé ïîðÿäîê
âèêîíàííÿ îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè, ÿêùî ó âiäïîâiäíîìó çàïè-
ñi çóñòði÷à¹òüñÿ êiëüêà òàêèõ ðiçíîìàíiòíèõ îïåðàöié. ßêùî ïåðå-
ëi÷óâàòèìåìî îïåðàöi¨, ïî÷èíàþ÷è ç

”
íàéñòàðøî¨“ (òîáòî òi¹¨, ùî
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Ìàë. 1.4.

âèêîíó¹òüñÿ â ïåðøó ÷åðãó), òî öåé ïîðÿäîê âèêîíàííÿ òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ îïåðàöié ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

äîïîâíåííÿ;
ïåðåòèí;

âiäíiìàííÿ;
ñèìåòðè÷íå âiäíiìàííÿ;

îá'¹äíàííÿ.

ßêùî ó âiäïîâiäíîìó çàïèñi çóñòði÷àþòüñÿ êiëüêà îäíàêîâèõ îïå-
ðàöié, òî ¨õ âèêîíàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïîñëiäîâíî çëiâà íàïðàâî (íà-
ïðèêëàä, A \ B \ C îçíà÷à¹ (A \ B) \ C. Äóæêè ó çàïèñi ñëiä çà-
ëèøàòè, ÿêùî ¨õ âiäêèäàííÿ ïîðóøó¹ ïîðÿäîê âèêîíàííÿ îïåðàöié
àáî äëÿ ïîëåãøåííÿ ðîçóìiííÿ öüîãî ïîðÿäêó. Âiäìiòèìî, ùî îïå-
ðàöi¨, ÿêi ðîçìiùåíi â äóæêàõ, âèêîíóþòüñÿ â ïåðøó ÷åðãó. Íàïðè-
êëàä, ó çàïèñi A ∪ BC − (AC) ïîðÿäîê âèêîíàííÿ îïåðàöié áóäå
òàêèì, ÿêèé âêàçàíî çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ äîäàòêîâèõ äó-
æîê: A ∪ ((BC)− ((A)C)).

2. Ñåðåä âëàñòèâîñòåé òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié òà ñïiâ-
âiäíîøåíü âêëþ÷åííÿ ìiæ ìíîæèíàìè âiäìiòèìî íàñòóïíi ç âêàçiâ-
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êîþ âiäïîâiäíèõ äëÿ íèõ íàçâ:

A ∩A = A � iäåìïîòåíòíiñòü ïåðåòèíó ∩; (3.3.1)

A ∪A = A � iäåìïîòåíòíiñòü îá'¹äíàííÿ ∪; (3.3.2)

A ∩B = B ∩A � êîìóòàòèâíiñòü ïåðåòèíó ∩; (3.3.3)

A ∪B = B ∪A � êîìóòàòèâíiñòü îá'¹äíàííÿ ∪; (3.3.4)

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) � àñîöiàòèâíiñòü ïåðåòèíó ∩; (3.3.5)

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) � àñîöiàòèâíiñòü îá'¹äíàííÿ ∪; (3.3.6)

A(B ∪ C) = (AB) ∪ (AC) � äèñòðèáóòèâíiñòü ïåðåòèíó ∩
âiäíîñíî îá'¹äíàííÿ ∪; (3.3.7)

A ∪ (BC) = (A ∪B)(A ∪ C) � äèñòðèáóòèâíiñòü îá'¹äíàííÿ ∪
âiäíîñíî ïåðåòèíó ∩; (3.3.8)

A ∪∅ = A; (3.3.9)

A ∩∅ = ∅; (3.3.10)

A ∪ U = U ; (3.3.11)

A ∩ U = A; (3.3.12)

A = A; (3.3.13)
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A ∩A = ∅; (3.3.14)

A ∪A = U ; (3.3.15)

U = ∅; (3.3.16)

∅ = U ; (3.3.17)

A ∩B = A ∪B � çàêîí äå Ìîðãàíà ; (3.3.18)

A ∪B = A ∩B � çàêîí äå Ìîðãàíà ; (3.3.19)

A ⊂ B ⇔ B ⊂ A⇔ AB = A⇔ A ∪B = B; (3.3.20)

A = B ⇔ (A ⊂ B ∧B ⊂ A), (3.3.21)

äå A,B,C ⊂ U � äîâiëüíi ìíîæèíè, âçÿòi ç óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæè-
íè U .

3. Äîâåäåííÿ çàçíà÷åíèõ âèùå âëàñòèâîñòåé òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ îïåðàöié ìîæíà ïðîâåñòè íà îñíîâi îçíà÷åíü öèõ îïå-
ðàöié, âèðàæåííÿ ¨õ ÷åðåç âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ àëãåáðè âèñëîâëåíü,
âëàñòèâîñòåé âêàçàíèõ âiäïîâiäíèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié òà âèðàæåííÿ
òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ ðiâíîñòi A = B ìíîæèí A,B ÷åðåç âiäïîâiäíó
ðiâíîñèëüíiñòü íàëåæíîñòi åëåìåíòiâ öèì ìíîæèíàì, òîáòî ðiâíiñòü
A = B îçíà÷à¹ äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ c ∈ U âèêîíàííÿ ðiâíîñèëüíîñòi
c ∈ A ≡ c ∈ B.

Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, âëàñòèâiñòü (3.3.7) A(B ∪ C) = (AB) ∪
∪ (AC) � äèñòðèáóòèâíiñòü ïåðåòèíó ∩ âiäíîñíî îá'¹äíàííÿ ∪ ìíî-
æèí.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ U � äîâiëüíèé åëåìåíò óíiâåðñàëüíî¨
ìíîæèíè U . Òîäi îòðèìà¹ìî òàêèé ëàíöþæîê ðiâíîñèëüíîñòåé äëÿ
öüîãî åëåìåíòà: x ∈ A(B ∪ C) ≡ x ∈ A ∧ x ∈ (B ∪ C) ≡ x ∈ A ∧ (x ∈
∈ B ∨x ∈ C) ≡ (x ∈ A∧x ∈ B)∨ (x ∈ A∧x ∈ C) ≡ x ∈ (A∩B)∨x ∈
∈ (A∩C) ≡ x ∈ (A∩B)∪ (A∩C) ≡ x ∈ (AB ∪AC), òîáòî ìà¹ ìiñöå
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ðiâíîñèëüíiñòü x ∈ A(B∪C) ≡ x ∈ AB∪AC äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
x ∈ U , ÿêà i âêàçó¹ íà âèêîíàííÿ ðiâíîñòi A(B ∪ C) ≡ AB ∪ AC.
Îñòàíí¹ ÿêðàç i òðåáà áóëî äîâåñòè �

Äî ðå÷i, öþ æ ñàìó âëàñòèâiñòü (3.3.7) ìîæíà áóëî áè äîâîäè-
òè øëÿõîì ëàíöþæêà âiäïîâiäíèõ ðiâíîñòåé äëÿ ìíîæèí, à ñàìå:
A(B ∪C) = {x|A(B ∪C)} = {x|x ∈ A∧ x ∈ B ∪C} = {x|x ∈ A∧ (x ∈
∈ B ∨ x ∈ C)} = {x|(x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C)} = {x|x ∈
∈ A ∩ B ∨ (x ∈ A ∩ C)} = {x|x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)} = AB ∪ AC, ç
ÿêîãî i îòðèìó¹òüñÿ ïîòðiáíà ðiâíiñòü A(B ∪ C) = AB ∪AC.

Âiäìiòèìî, ùî âëàñòèâiñòü (3.3.7) ìîæíà ïðîäåìîíñòðóâàòè íà
òàêèõ äâîõ äiàãðàìàõ Âåííà-Åéëåðà (ìàë. 1.5):

Ìàë. 1.5.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà äîâåñòè ðåøòó ïåðåëi÷åíèõ âèùå
âëàñòèâîñòåé òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié. Äî ðå÷i, âiäìiòèìî,
ùî ñòðóêòóðà i ôîðìà çàïèñó ïåðåëi÷åíèõ âëàñòèâîñòåé àíàëîãi÷íi
òîìó, ùî ìàëî ìiñöå äëÿ âëàñòèâîñòåé ëîãi÷íèõ îïåðàöié.

4. Íåõàé P(U) � ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí óíiâåðñàëüíî¨ ìíî-

æèíè U , òîáòî P(U)
df
= {A|A ⊂ U}.

Ââåäåíi âèùå òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ, ïåðåòè-
íó, äîïîâíåííÿ íàä ìíîæèíàìè A,B ∈ P(U) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
îïåðàöi¨, ùî çàäàíi äëÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè P(U). Òîìó öÿ ìíîæèíà
P(U) ç ââåäåíèìè íà íié âêàçàíèìè âèùå îïåðàöiÿìè òà âiäíîøå-
ííÿìè ðiâíîñòi i âêëþ÷åííÿìè, äëÿ ÿêèõ ìàþòü ìiñöå ïåðåëi÷åíi
âèùå âëàñòèâîñòi (3.3.1 � 3.3.21), ¹ àëãåáðîþ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ àë�
ãåáðîþ ìíîæèí, à öi âëàñòèâîñòi � ¨ ¨ çàêîíàìè. Öÿ àëãåáðà ¹
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íàéïðîñòiøîþ åëåìåíòàðíîþ ÷àñòèíîþ òåîði¨ ìíîæèí ïîäiáíî äî
àëãåáðè âèñëîâëåíü, ïðî ÿêó áóëî âiäìi÷åíî ðàíiøå òå, ùî âîíà ¹
åëåìåíòàðíèì ðîçäiëîì ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè.

Áåçïåðå÷íî, ùî ââåäåííÿ íàìè àëãåáðè ìíîæèí çäiéñíåíî íà
iíòóiòèâíié íåôîðìàëüíié îñíîâi. Áiëüø ñòðîãà ïîáóäîâà àëãåáðè
ìíîæèí çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì ââåäåííÿ âiäïîâiäíèõ àêñiîì, ÿêi
ôîðìàëüíî îïèñóþòü íåîçíà÷óâàíi ïîíÿòòÿ åëåìåíòiâ, ìíîæèí òà
çâ'ÿçêiâ ìiæ íèìè.

5. Âiäìiòèìî, ùî íà îñíîâi âiäìi÷åíèõ âèùå âëàñòèâîñòåé (3.3.1
� 3.3.21) òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê
ïðî òå, ùî îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèíó ìíîæèí ìîæíà
íàçâàòè äâî¨ñòèìè ìiæ ñîáîþ ïîäiáíî äî ëîãi÷íèõ îïåðàöié äè-
ç'þíêöiÿ i êîí'þíêöiÿ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â ñèëó òàêèõ âëàñòèâîñòåé
äëÿ àëãåáðè ìíîæèí, ÿê i äëÿ àëãåáðè âèñëîâëåíü, ìà¹ ìiñöå ïðèí�
öèï (àáî, ãîâîðÿòü, çàêîí) äâî¨ñòîñòi, ÿêèé ìà¹ âàæëèâå çàñòîñó-
âàííÿ äëÿ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ. Öåé ïðèíöèï ìîæíà ñôîð-
ìóëþâàòè òàêèì òâåðäæåííÿì: òåîðåòèêî-ìíîæèííà ðiâíiñòü,
ÿêà ìîæå ìiñòèòè ëèøå îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèíó i äî�
ïîâíåííÿ, íå ïîðóøèòüñÿ, ÿêùî âñi îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ òà
ïåðåòèíó âiäïîâiäíî çàìiíèòè íà îïåðàöi¨ ïåðåòèíó òà îá'¹ä�
íàííÿ, à ìíîæèíè ∅, U � âiäïîâiäíî íà U,∅. Iíøe ðiâíîñèëü-
íe ôîðìóëþâàííÿ öüîãî ïðèíöèïó ìà¹ òàêèé âèãëÿä: Ìà¹ ìiñöå
òåîðåòèêî-ìíîæèííà ðiâíiñòü Φ(A,B, ...) = Φ∗(A,B, ...), ÿêùî
â íié ìîæóòü ìiñòèòèñÿ ëèøå îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ, ïåðå�
òèíó i äîïîâíåííÿ, à çàïèñ Φ∗(A,B, ...) îòðèìàíèé ç çàïè�
ñó Φ(A,B, ...) âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîþ çàìiíîþ âñiõ îïåðàöié
îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèíó íà îïåðàöi¨ ïåðåòèíó, îá'¹äíàííÿ, äå
A,B, ... � äîâiëüíi ìíîæèíè.

6. Áåçïåðå÷íî, ùî àëãåáðà ìíîæèí, ÿê i àëãåáðà âèñëîâëåíü,
ìà¹ íàäçâè÷àéíî øèðîêi çàñòîñóâàííÿ ÿê â ðiçíîìàíiòíèõ ðîçäiëàõ
ìàòåìàòèêè, òàê i â ðiçíîìàíiòíèõ ïðèêëàäíèõ íàóêàõ, â òåõíiöi,
åêîíîìiöi, â ìåäèöèíi òîùî. Çàãàëüíi çàêîíè òåîði¨ ìíîæèí âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ â íàóêîâèõ i ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåííÿõ. Âiäîìà ãðóïà
ôðàíöóçüêèõ ìàòåìàòèêiâ ïiä ïñåâäîíiìîì Áóðáàêi ïî ñóòi îïèñà-
ëè ìàéæå âñþ ñó÷àñíó ìàòåìàòèêó, âèõîäÿ÷è ç òåîði¨ ìíîæèí òà ¨¨
åëåìåíòàðíî¨ ÷àñòèíè � àëãåáðè ìíîæèí.
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7. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçãëÿíóòi âèùå çàêîíè (3.3.1 � 3.3.21)
àëãåáðè ìíîæèí, ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ðiçíîìàíiòíi çàäà÷i, ïîâ'ÿ-
çàíi çi ñïðîùåííÿì òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ âèðàçiâ, ç äîâåäåííÿì
òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ òîòîæíîñòåé, êîìáiíàòîðíi çàäà÷i, çàäà÷i íà
ðîçâ'ÿçàííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ ðiâíÿíü òà âêëþ÷åíü òîùî. Ðîç-
ãëÿíåìî äåÿêi ç íèõ.

Çàäà÷à 1. Ðîçâ'ÿçàòè òåîðåòèêî-ìíîæèííi ðiâíÿííÿ:

a) A ∪X = A;
á) A ∩X = A;

â) A ∪X = B;
ã) A ∩X = B,

ÿêùî ìíîæèíè A,B ⊂ U � çàäàíi, à ìíîæèíà X ⊂ U íåâiäîìà.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè îçíà÷åííÿ îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíó

ìíîæèí, îòðèìà¹ìî:
à) Â ðiâíÿííi A ∪X = A î÷åâèäíî ðîçâ'ÿçîê X çàâæäè iñíó¹; â

ðîëi X ìîæíà âçÿòè äîâiëüíó ìíîæèíó òàêó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
∅ ⊂ X ⊂ A.

á) Â ðiâíÿííi A ∩X = A ðîçâ'ÿçîê X òåæ çàâæäè iñíó¹; â ðîëi
X ìîæíà âçÿòè äîâiëüíó ìíîæèíó X òàêó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
A ⊂ X ⊂ U.

â) Ðiâíÿííÿ A∪X = B, ëåãêî áà÷èòè, íå çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçêè.
ßêùî B ⊂ A i B 6= A, òî î÷åâèäíî, ùî öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿç-
êiâ. Ðîçâ'ÿçêè áóäóòü â òîìó âèïàäêó, êîëè A ⊂ B. Òîäi â ðîëi
ðîçâ'ÿçêà X ìîæíà âçÿòè äîâiëüíó ìíîæèíó X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó B \A ⊂ X ⊂ B.

ã) ßêùî A = B, òî ðiâíÿííÿ A ∩ X = B ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ
âèäó A ⊂ X ⊂ U ; ÿêùî B ⊂ A ∧ B 6= A, òî î÷åâèäíî X = B; ÿêùî
æ A ⊂ B ∧A 6= B, òî ðiâíÿííÿ A ∩X íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

Çàäà÷à 2. Äîâåñòè òîòîæíiñòü:

AC ∪BC ∪ CD ∪ABCD = C.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè îñíîâíi çàêîíè àëãåáðè ìíîæèí,
ñïðîñòèìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi. Äîâåäåííÿ çàâåðøèòüñÿ, ÿêùî â
ðåçóëüòàòi ñïðîùåííÿ îòðèìà¹ìî ìíîæèíó C. Îòæå, ìà¹ìî: AC ∪
∪BC∪CD∪ABCD = CA∪CB∪CD∪CABD = C(A∪B∪D∪ABD) =
= C(A∪B∪D∪A)(A∪B∪D∪B)(A∪B∪D∪D) = C((A∪A)∪B∪
∪D)(A ∪ (B ∪B) ∪D)(A ∪B ∪ (D ∪D)) = C(U ∪ (B ∪D))(U ∪ (A ∪
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∪ D))((A ∪ B) ∪ U) = CUUU = CU = C, ùî i âêàçó¹ íà òå, ùî
çàïðîïîíîâàíà òîòîæíiñòü äîâåäåíà �

Çàäà÷à 3. Ñïðîñòèòè òåîðåòèêî-ìíîæèííèé âèðàç:

ABCD ∪A ∪B ∪ C ∪A ∪B ∪ CD.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà îñíîâi çàêîíiâ àëãåáðè ìíîæèí ìà¹ìî íàñòó-
ïíèé ëàíöþæîê ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü: ABCD ∪ A ∪B ∪ C ∪
∪A ∪B ∪ CD = ABCD∪A∩B∩C ∪A∩B∩CD = ABCD∪ABC ∪
∪ABCD = BACD∪BAC∪BACD = BA(CD∪C∪CD) = BA((CD∪
∪ C) ∪ CD) = BA((C ∪ C)(D ∪ C) ∪ CD) = BA(U(D ∪ C) ∪ CD) =
= BA((D∪C)∪CD) = BA((D∪C ∪C)(D∪C ∪D)) = BA(D∪ (C ∪
∪C))((D∪D)∪C) = BA(D∪U)(U∪C) = BAUU = BAU = AB. Â ðå-
çóëüòàòi ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü çàäàíèé òåîðåòèêî-ìíîæèííèé
âèðàç ñïðîñòèâñÿ äî âèðàçó AB, ÿêèé óæå ïîäàëüøîìó ñïðîùåííþ
î÷åâèäíî íå ïiääà¹òüñÿ.

Çàäà÷à 4. Ïðè òåñòóâàííi 380 àáiòóði¹íòiâ iíñòèòóòó áóëè çà-
ïðîïîíîâàíi çàäà÷i ç àëãåáðè, ç ãåîìåòði¨ òà ç åëåìåíòiâ ìàòåìàòè-
÷íîãî àíàëiçó. Ç àëãåáðè çàäà÷i ðîçâ'ÿçàëè 265 àáiòóði¹íòiâ, ç ãåî-
ìåòði¨ � 245, ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó � 260. Ïðè öüîìó çàäà÷i ç
àëãåáðè i ãåîìåòði¨ ðîçâ'ÿçàëè 180 àáiòóði¹íòiâ, ç àëãåáðè i ìàòåìà-
òè÷íîãî àíàëiçó � 150, ç ãåîìåòði¨ i ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó � 120,
à 90 àáiòóði¹íòiâ ðîçâ'ÿçàëè çàäà÷i ç óñiõ òðüîõ ðîçäiëiâ. Ñêiëüêè
àáiòóði¹íòiâ íå ðîçâ'ÿçàëè æîäíî¨ çàäà÷i?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çîáðàçèìî ó âèãëÿäi êðóãiâ íà äiàãðàìi Âåííà-
Åéëåðà i ïîçíà÷èìî ìíîæèíè àáiòóði¹íòiâ, ÿêi ðîçâ'ÿçóâàëè çàäà÷i
ç àëãåáðè � áóêâîþ A, ç ãåîìåòði¨ � áóêâîþ G, ç ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó �M . Ðîëü óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè U òóò ãðàòèìå ìíîæèíà
âñiõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêà çîáðàæåíà ïðÿìîêóòíèêîì, à ÷åðåç X ïîçíà-
÷èìî ìíîæèíó òèõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi íå ðîçâ'ÿçàëè æîäíî¨ çàäà÷i
(ìàë. 1.6).

Òîäi ìíîæèíà U áóäå îá'¹äíàííÿì òàêèõ ìíîæèí, ÿêi ïîïàðíî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ:
A∩G∩M � ìíîæèíà âñiõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi ðîçâ'ÿçàëè ëèøå çàäà÷i
ç àëãåáðè;
A∩G∩M � ìíîæèíà âñiõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi ðîçâ'ÿçàëè ëèøå çàäà÷i
ç ãåîìåòði¨;
A∩G∩M � ìíîæèíà âñiõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi ðîçâ'ÿçàëè ëèøå çàäà÷i
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Ìàë. 1.6.

ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó;
X = A ∩ G ∩ M � ìíîæèíà âñiõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi íå ðîçâ'ÿçàëè
æîäíî¨ çàäà÷i;
A∩G∩M � ìíîæèíà âñiõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi ðîçâ'ÿçàëè ëèøå çàäà÷i
ç àëãåáðè i ãåîìåòði¨;
A∩G∩M � ìíîæèíà âñiõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi ðîçâ'ÿçàëè ëèøå çàäà÷i
ç àëãåáðè i ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó;
A∩G∩M � ìíîæèíà âñiõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi ðîçâ'ÿçàëè ëèøå çàäà÷i
ç ãåîìåòði¨ i ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó;
A∩C ∩M � ìíîæèíà âñiõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi ðîçâ'ÿçàëè çàäà÷i ç óñiõ
òðüîõ ðîçäiëiâ.

Îñêiëüêè, ÿê âiäîìî, êiëüêiñòü åëåìåíòiâ îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííèõ
ìíîæèí, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, äîðiâíþ¹ ñóìi êiëüêîñòåé
åëåìåíòiâ âñiõ öèõ ìíîæèí, òî îòðèìà¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ: |X|+ |A∩
∩G∩M |+ |A∩G∩M |+ |A∩G∩M |+ |A∩G∩M |+ |A∩G∩M |+
+ |A ∩ G ∩M | + |A ∩ G ∩M | = |U | äå |T | � öå êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè T . Ðîçâ'ÿçàâøè îòðèìàíå ðiâíÿííÿ, ìàòèìåìî:
x + 90 + (180 − 90) + (120 − 90) + (150 − 90) + (245 − 180 − (180 −
− 90)) + (200 − 150 − (120 − 90)) + (265 − 180 − (150 − 90)) = 380;
x + 90 + 90 + 30 + 60 + 25 + 20 + 35 = 380; x + 350 = 380; x = 30.
Îòæå, x = |X| = 30 � êiëüêiñòü òèõ àáiòóði¹íòiâ, ÿêi íå ðîçâ'ÿçàëè
æîäíî¨ çàäà÷i.

Çàäà÷à 5. Çàñòîñóâàâøè ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi, äîâåñòè òîòî-
æíiñòü (A ∪B ∪ C)(A ∪B ∪ C)BC = U .
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi äî ëiâî¨ ÷àñòè-
íè äàíî¨ òîòîæíîñòi, îòðèìà¹ìî òàêèé ëàíöþæîê ðiâíîñèëüíèõ ïå-
ðåòâîðåíü: (A ∪B ∪ C)(A ∪B ∪ C)BC = ABC ∪ ABC ∪BC = (A ∪
A)BC∪B∪C = UBC∪B∪C = BC∪(B∪C) = (B∪B∪C)(C∪B∪C) =
= ((B ∪ B) ∪ C)((C ∪ C) ∪ B) = (U ∪ C)(U ∪ B) = UU = U , ÷èì i
çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ âêàçàíî¨ òîòîæíîñòi �

3.4 Ïîíÿòòÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó ìíîæèí òà âiä�

íîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí

1. Â òåîði¨ ìíîæèí âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü ïîíÿòòÿ âïîðÿäêî-
âàíèõ ïàð, âïîðÿäêîâàíèõ òðiéîê i ò. ä. åëåìåíòiâ, âçÿòèõ ç ïåâíèõ
ìíîæèí.

ßêùî ç åëåìåíòiâ a, b óòâîðèòè ìíîæèíó, òî ïîðÿäîê ðîçìiùå-
ííÿ çàïèñó â íié åëåìåíòiâ, ÿêùî a 6= b, íå ãðà¹ ðîëi, òîáòî ââàæà-
¹òüñÿ, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü {a, b} = {b, a}. Ç öèõ æå åëåìåíòiâ
a, b ìîæíà óòâîðèòè íîâi îá'¹êòè, ÿêi ìè íàçâåìî âïîðÿäêîâàíè�
ìè ïàðàìè åëåìåíòiâ i ïîçíà÷èìî ¨õ ó âèãëÿäi (a; b), (b; a). Ïðè
öüîìó ðiâíiñòü (a; b) = (b; a) ìà¹ ìiñöå â òîìó âèïàäêó, êîëè a = b.
Âïîðÿäêîâàíi ïàðè ¹ åëåìåíòàìè íîâî¨ ìíîæèíè � òàê çâàíîãî äå�
êàðòîâîãî äîáóòêó ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 3.4.1. Äåêàðòîâèì (àáî ïðÿìèì) äîáóòêîì äâîõ
ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà A × B âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ
ïàð åëåìåíòiâ (a; b) òàêèõ, ùî a ∈ A, b ∈ B; îòæå, ñèìâîëi÷íî
ìà¹ìî òàêå îçíà÷åííÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B ìíîæèí A i B:

A×B df
= {(a; b)|a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Äàíà íàçâà äåêàðòîâîãî ìíîæåííÿ ìíîæèí âçÿòà â ÷åñòü âiäî-
ìîãî ôðàíöóçüêîãî ìàòåìàòèêà Ðåíå Äåêàðòà (1596 � 1650 ð.ð.).

2. Àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó òðüîõ
ìíîæèí A, B i C, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âïîðÿäêîâàíèõ òðiéîê åëåìåí-
òiâ öèõ ìíîæèí, ùî ìîæíà ñèìâîëi÷íî îçíà÷èòè ó âèãëÿäi ðiâíîñòi

A×B × C df
= {(a; b; c)|a ∈ A ∧ b ∈ B ∧ c ∈ C}.
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åëåìåíòàìè ìíîæèí

Ìàë. 1.7. Ðåíå Äåêàðò (1596 � 1650 ðîêè)

Óçàãàëüíåíÿì ââåäåíîãî äåêàðòîâîãî äîáóòêó äâîõ, òðüîõ ìíî-
æèí ¹ ïîíÿòòÿ äåêàðòîãî äîáóòêó A1 × A2 × ... × An n ìíîæèí
A1, A2, ..., An, ùî ñèìâîëi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ òàêîþ ðiâíiñòþ

A1 ×A2 × ...×An
df
= {(a1; a2; ...; an)|a1 ∈ A1 ∧ a2 ∈ A2 ∧ ...an ∈ An},

â ÿêié åëåìåíòè a1, a2, ..., an âïîðÿäêîâàíî¨ n-êè ÷àñòî íàçèâàþòü
âiäïîâiäíî ïåðøîþ êîìïîíåíòîþ, äðóãîþ êîìïîíåíòîþ,..., n-îþ
êîìïîíåíòîþ öi¹¨ n−êè (çàìiñòü ñëîâà

”
êîìïîíåíòà“ ÷àñòî âæè-

âàþòü ñëîâî
”
êîîðäèíàòà“).

Âiäìiòèìî, ùî iç âïîðÿäêîâàíèìè ïàðàìè, òðiéêàìè åëåìåíòiâ
äîâîäèëîñü çóñòði÷àòèñÿ â øêiëüíié ìàòåìàòèöi, êîëè ìàëè ñïðàâó
ç êîîðäèíàòàìè òî÷îê íà ïëîùèíi, â ïðîñòîði (çãàäàéìî, íàïðè-
êëàä, ùî òî÷êè M1(3; 5) i M2(5; 3) � öå ðiçíi òî÷êè êîîðäèíàòíî¨
ïëîùèíè, ÿêèì âiäïîâiäàþòü ðiçíi âïîðÿäêîâàíi ïàðè ÷èñåë (3; 5),
(5; 3)).

3. ×àñòèííèì âèïàäêîì äåêàðòîâîãî äîáóòêó ìíîæèí ¹ äåêàð�
òîâèé ñòåïiíü ìíîæèíè. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî òàê çâàíèé äåêàð�
òiâ êâàäðàò A×A, äåêàðòîâèé êóá A×A×A, äåêàðòîâèé n-èé
ñòåïiíü A×A× ...×A ìíîæèíè A.

ßêùî R � ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë, òî R×R ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ÿê äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ïëîùèíà, à R× R× R � ÿê äåêàðòîâèé
êîîðäèíàòíèé òðèâèìiðíèé äiéñíèé ïðîñòið.

Iíîäi äåêàðòiâ êâàäðàò R× R íàçèâàþòü àðèôìåòè÷íîþ äâî�
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âèìiðíîþ ïëîùèíîþ, à äåêàðòîâèé êóá R×R×R � àðèôìåòè�
÷íèì òðèâèìiðíèì ïðîñòîðîì.

4. Íàäàëi âàæëèâó ðîëü âiäiãðàâàòèìå ïîíÿòòÿ âiäíîøåííÿ
ìiæ åëåìåíòàìè, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ðîçêðèâàòèìåòüñÿ ñìèñë
ïîíÿòòÿ çâ'ÿçêó ìiæ öèìè åëåìåíòàìè.

Îçíà÷åííÿ 3.4.2. n-àðíèì âiäíîøåííÿì ìiæ åëåìåíòàìè
ìíîæèí A1, A2, ..., An íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà ϕ äåêàðòîâîãî äî�
áóòêó A1 × A2 × ... × An öèõ ìíîæèí, òîáòî: � ϕ � n-àðíå âiä�

íîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí A1, A2, ..., An
df⇐⇒ ϕ ⊂ A1 ×

×A2× ...×An,à ñàìi ìíîæèíè A1, A2, ..., An íàçèâàþòüñÿ áàçèñíè�
ìè ìíîæèíàìè öüîãî âiäíîøåííÿ ϕ.

ßêùî n = 2, 3, òî âiäïîâiäíi âiäíîøåííÿ ϕ ⊂ A1 × A2, ψ ⊂
⊂ A1 ×A2 ×A3 íàçèâàþòüñÿ áiíàðíèìè, âiäïîâiäíî òåðíàðíèìè
âiäíîøåííÿìè. Òå, ùî (a1; a2) ∈ ϕ, iíîäi âiäìi÷àþòü, ùî åëåìåíò
a1 çíàõîäèòüñÿ ó âiäíîøåííi (çâ'ÿçêó) ϕ ç åëåìåíòîì a2, i çàïèñóþòü
òàê: a1ϕa2.

ßêùî A1 = A2 = ... = An = A, òî âiäïîâiäíå n-àðíå âiäíîøåííÿ

ϕ ⊂ A×A×A× ...×A︸ ︷︷ ︸
n

÷àñòî íàçèâàþòü îäíîðiäíèì àáî n-àðíèì âiäíîøåííÿì ìiæ
åëåìåíòàìè ìíîæèíè A.

5. Â ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòüñÿ
áiíàðíi òà òåðíàðíi âiäíîøåííÿ. Äëÿ íèõ ÷àñòî âæèâàþòüñÿ ïåâíi
ïîçíà÷åííÿ òà íàçâè.

Ïðèêëàäè.

1. 6 ⊂ R × R df
= {(x; y)|x, y ∈ R ∧ x 6 y} � âiäíîøåííÿ

”
íå

áiëüøå“, ÿêå çàäàíå íà ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë.

2. − ⊂ N × N × N df
= {(m;n; k)|m,n, k ∈ N ∧ m − n = k} �

âiäíiìàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

3. f ⊂ R × R df
= {(x; y)|x, y ∈ R ∧ y = x2} � äiéñíà êâàäðàòè÷íà

ôóíêöiÿ.
Íà çàâåðøåííÿ âiäìiòèìî, ùî áiëüø äåòàëüíiøå âiäíîøåííÿ,

îñîáëèâî áiíàðíi âiäíîøåííÿ, áóäóòü ðîçãëÿíóòi ïiçíiøå, â ñïåöi-
àëüíié òåìi, ÿêà áóäå ïîâíiñòþ ïðèñâÿ÷åíà ¨ì.
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3.5 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. Ùî ðîçóìiþòü ïiä ìíîæèíîþ?

2. ßê íàçèâàþòüñÿ îá'¹êòè, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ìíîæèíà?

3. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ìíîæèí.

4. Õòî ââàæà¹òüñÿ òâîðöåì òåîði¨ ìíîæèí?

5. ßê ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè ìíîæèíè òà ¨õ åëåìåíòè?

6. ßê ïîçíà÷à¹òüñÿ òå, ùî åëåìåíò íàëåæèòü àáî íå íàëåæèòü
ìíîæèíi?

7. Ùî òàêå ïðåäìåòíà çìiííà òà îáëàñòü ¨¨ çíà÷åíü?

8. ßêi ìíîæèíè íàçèâàþòüñÿ ñêií÷åííèìè, íåñêií÷åííèìè?

9. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ñêií÷åííèõ ìíîæèí, íåñêií÷åííèõ ìíî-
æèí.

10. Ùî òàêå ïîðîæíÿ ìíîæèíà òà ÿê âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ?

11. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ìíîæèí, ÿêi ¹ ïîðîæíiìè.

12. ßêi Âè çíà¹òå ñïîñîáè çàäàííÿ ìíîæèí?

13. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ñïîñiá çàäàííÿ ìíîæèíè ïåðåëiêîì ¨¨ åëåìåí-
òiâ òà ÿê âií çàïèñó¹òüñÿ?

14. Íàâåäiòü ïðèêëàäè çàäàííÿ ìíîæèíè ïåðåëiêîì ¨¨ åëåìåíòiâ.

15. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ñïîñiá çàäàííÿ ìíîæèíè ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íîþ
âëàñòèâiñòþ òà ÿê âií çàïèñó¹òüñÿ?

16. Íàâåäiòü ïðèêëàäè çàäàííÿ ìíîæèíè ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íîþ
âëàñòèâiñòþ.

17. ×è ìîæíà ñêií÷åííó ìíîæèíó çàäàòè õàðàêòåðèñòè÷íîþ âëà-
ñòèâiñòþ?

18. ×è ìîæíà íåñêií÷åííó ìíîæèíó çàäàòè ïåðåëiêîì ¨¨ åëåìåí-
òiâ?
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19. ×è áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà çàäàòè ïåðåëiêîì ¨¨ åëåìåíòiâ?
Ïiäòâåðäiòü ñâîþ âiäïîâiäü êîíêðåòíèìè ïðèêëàäàìè òà âiä-
ïîâiäíîþ àðãóìåíòàöi¹þ.

20. ßêi Âè çíà¹òå ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ äåÿêèõ ÷èñëîâèõ ìíî-
æèí?

21. ×îìó çàïèñ {a, b, b, d} ââàæà¹òüñÿ íåêîðåêòíèì ïðè çàäàííi
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè?

22. ßêi ìíîæèíè íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, íåðiâíèìè?

23. ßê ïîçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòü, íåðiâíiñòü ìíîæèí?

24. ßêà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíîþ äëÿ çàäàíî¨ ìíîæè-
íè?

25. ßê ïî-iíøîìó íàçèâàþòü çâ'ÿçîê
”
áóòè ïiäìíîæèíîþ“ äëÿ

ìíîæèí? ßê öåé çâ'ÿçîê ïîçíà÷àþòü?

26. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïiäìíîæèí äàíî¨ ìíîæèíè.

27. ßêèé Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ðiâíiñòþ ìíîæèí i âêëþ÷å-
ííÿì öèõ ìíîæèí, òà ÿê öåé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìîæíà ñèìâîëi÷íî
çàïèñàòè?

28. Ùî òàêå: à) âëàñíà ïiäìíîæèíà; á) íåâëàñíà ïiäìíîæèíà äëÿ
çàäàíî¨ ìíîæèíè?

29. ßê çàïèñàòè ñèìâîëîì âêëþ÷åííÿ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ âëàñíè-
ìè òà íåâëàñíèìè ïiäìíîæèíàìè äàíî¨ ìíîæèíè?

30. ßêà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ òà ÿê âîíà ïîçíà÷à-
¹òüñÿ?

31. Ïîÿñíèòè íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ, ÿê ìîæå âèäîçìiíþâàòè-
ñÿ ïîíÿòòÿ óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè.

32. ßêèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê iñíó¹ ìiæ óíiâåðñàëüíîþ ìíîæèíîþ òà òè-
ìè ìíîæèíàìè, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ íà óíiâåðñàëüíié ìíîæèíi?

33. ßêi Âè çíà¹òå îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè òà ÿê âîíè ïîçíà÷àþ-
òüñÿ?
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34. Ùî òàêå îá'¹äíàííÿ äâîõ ìíîæèí òà ÿê âîíî ïîçíà÷à¹òüñÿ?

35. Ùî òàêå ïåðåòèí äâîõ ìíîæèí òà ÿê âií ïîçíà÷à¹òüñÿ?

36. ßê ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè îçíà÷åííÿ ïåðåòèíó äâîõ ìíîæèí?

37. ßêi ùå iíîäi âæèâàþòüñÿ íàçâè äëÿ îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíó
äâîõ ìíîæèí?

38. Ùî òàêå ðiçíèöÿ äâîõ ìíîæèí òà ÿê âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ?

39. ßê ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè îçíà÷åííÿ ðiçíèöi äâîõ ìíîæèí?

40. Ùî òàêå äîïîâíåííÿ ìíîæèíè òà ÿê âîíî ïîçíà÷à¹òüñÿ?

41. ßê ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè îçíà÷åííÿ äîïîâíåííÿ ìíîæèíè?

42. Ùî òàêå ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ äâîõ ìíîæèí òà ÿê âîíà ïîçíà-
÷à¹òüñÿ?

43. ßê ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè îçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi äâîõ
ìíîæèí?

44. ×îìó äåÿêi òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ íàçèâàþòüñÿ áiíàð-
íèìè, à äåÿêi � óíàðíèìè?

45. ßê îïåðàöiþ äîïîâíåííÿ ìíîæèíè âèðàçèòè ÷åðåç îïåðàöiþ
âiäíiìàííÿ ìíîæèí?

46. ßê îïåðàöiþ âiäíiìàííÿ ìíîæèí âèðàçèòè ÷åðåç îïåðàöi¨ äî-
ïîâíåííÿ òà ïåðåòèíó ìíîæèí?

47. ßê îïåðàöiþ ñèìåòðè÷íîãî âiäíiìàííÿ ìíîæèí âèðàçèòè ÷å-
ðåç îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ òà îá'¹äíàííÿ ìíîæèí?

48. ßê îïåðàöiþ ñèìåòðè÷íîãî âiäíiìàííÿ ìíîæèí âèðàçèòè ÷å-
ðåç îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèíó òà âiäíiìàííÿ?

49. Ùî òàêå äiàãðàìà Âåííà-Åéëåðà òà ÿê çîáðàæàþòüñÿ ìíîæè-
íè íà öié äiàãðàìi?

50. ßê íà äiàãðàìi Âåííà-Åéëåðà çîáðàæàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
âêëþ÷åííÿ ìiæ ìíîæèíàìè òà ðåçóëüòàòè îïåðàöié íàä íèìè?

103



Åëåìåíòè àëãåáðè ìíîæèí

51. ßêèé ïîðÿäîê âèêîíàííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié
âñòàíîâëþ¹òüñÿ íàä ìíîæèíàìè?

52. ßêó ðîëü âiäiãðàþòü äóæêè ïðè âñòàíîâëåííi ïîðÿäêó âèêî-
íàííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié?

53. ßêi Âè çíà¹òå îñíîâíi âëàñòèâîñòi òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïå-
ðàöié òà ÿê íàçèâàþòü iíîäi öi âëàñòèâîñòi?

54. ßêèé âèãëÿä ìà¹ çàêîí iäåìïîòåíòíîñòi äëÿ îïåðàöié îá'¹äíà-
ííÿ òà ïåðåòèíó ìíîæèí?

55. ßêèé âèãëÿä ìà¹ êîìóòàòèâíèé çàêîí äëÿ îïåðàöié îá'¹äíàí-
íÿ òà ïåðåòèíó ìíîæèí?

56. ßêèé âèãëÿä ìà¹ àñîöiàòèâíèé çàêîí äëÿ îïåðàöié îá'¹äíàííÿ
òà ïåðåòèíó ìíîæèí?

57. ßêèé âèãëÿä ìà¹ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòi ïåðåòèíó âiäíîñíî
îá'¹äíàííÿ ìíîæèí?

58. ßêèé âèãëÿä ìà¹ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòi îá'¹äíàííÿ âiäíîñíî
ïåðåòèíó ìíîæèí?

59. ßêó ðîëü âiäiãðàþòü ïîðîæíÿ ìíîæèíà òà óíiâåðñàëüíà ìíî-
æèíà ïðè çäiéñíåííi îïåðàöié ïåðåòèíó, îá'¹äíàííÿ òà äîïîâ-
íåííÿ ìíîæèí?

60. ßêèé âèãëÿä ìàþòü çàêîíè äå Ìîðãàíà äëÿ òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ îïåðàöié?

61. ßê âèðàæà¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ ìíîæèí ÷åðåç îïåðàöi¨ äîïîâíåí-
íÿ, ïåðåòèíó òà îá'¹äíàííÿ öèõ ìíîæèí?

62. ßêèì øëÿõîì ìîæíà äîâîäèòè îñíîâíi âëàñòèâîñòi òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ îïåðàöié?

63. Ïðîiëþñòðóéòå íà äiàãðàìàõ Âåííà-Åéëåðà îñíîâíi âëàñòèâî-
ñòi òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié?

64. Ùî òàêå àëãåáðà ìíîæèí?
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65. ×îìó îñíîâíi âëàñòèâîñòi òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié ÷à-
ñòî íàçèâàþòü çàêîíàìè àëãåáðè ìíîæèí?

66. ßêi äâi òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ íàçèâàþòüñÿ äâî¨ñòèìè
ìiæ ñîáîþ â àëãåáði ìíîæèí i ÷îìó?

67. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi â àëãåáði ìíîæèí? Ñôîð-
ìóëþéòå îáèäâà òâåðäæåííÿ, ÿêi ðîçêðèâàþòü öåé ïðèíöèï.

68. ßê ïîÿñíèòè, íà ÷îìó îñíîâàíà ñïðàâåäëèâiñòü âêàçàíîãî âè-
ùå ïðèíöèïó äâî¨ñòîñòi â àëãåáði ìíîæèí?

69. Ùî òàêå òåîðåòèêî-ìíîæèííi ðiâíÿííÿ?

70. ßê äîâîäÿòüñÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííi òîòîæíîñòi? Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷èé ïðèêëàä.

71. ßê ìîæíà ñïðîùóâàòè çàäàíèé òåîðåòèêî-ìíîæèííèé âèðàç?
Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷èé ïðèêëàä.

72. Íàâåäiòü ïðèêëàäè äîâåäåííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ òîòî-
æíîñòåé òà ñïðîùåííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ âèðàçiâ ç âèêî-
ðèñòàííÿì ïðèíöèïó äâî¨ñòîñòi.

73. Âêàæiòü, ÿêà iñíó¹ àíàëîãiÿ ïðè ââåäåííi òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ îïåðàöié ç îïåðàöiÿìè àëãåáðè âèñëîâëåíü.

74. Â ÷îìó ïðîÿâëÿ¹òüñÿ àíàëîãiÿ îñíîâíèõ çàêîíiâ àëãåáðè âè-
ñëîâëåíü i àëãåáðè ìíîæèí?

75. Âêàæiòü íà àíàëîãiþ â ïðèíöèïàõ äâî¨ñòîñòi â àëãåáði âèñëîâ-
ëåíü i â àëãåáði ìíîæèí.

76. Ùî òàêå âïîðÿäêîâàíà ïàðà, òðiéêà åëåìåíòiâ òà ÿê âîíè ïî-
çíà÷àþòüñÿ?

77. Ùî òàêå äåêàðòiâ äîáóòîê äâîõ ìíîæèí, òðüîõ ìíîæèí òà ÿê
éîãî ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè?

78. Ùî òàêå äåêàðòiâ äîáóòîê n ìíîæèí òà ÿê éîãî ñèìâîëi÷íî
çàïèñàòè?

79. Ùî òàêå äåêàðòiâ êâàäðàò, êóá, ñòåïiíü ìíîæèíè?
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80. Ùî òàêå äâîâèìiðíà àðèôìåòè÷íà ïëîùèíà, òðèâèìiðíèé
àðèôìåòè÷íèé ïðîñòið?

81. Ùî òàêå n-àðíå âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè n ìíîæèí?

82. ßêi âiäíîøåííÿ íàçèâàþòüñÿ áiíàðíèìè, òåðíàðíèìè?

83. Ùî òàêå îäíîðiäíå âiäíîøåííÿ?

84. Íàâåäiòü ïðèêëàäè áiíàðíèõ âiäíîøåíü, òåðíàðíèõ âiäíî-
øåíü.

85. Íåõàé T � ìíîæèíà òâàðèí. ×è íàëåæàòü öié ìíîæèíi à) êî-
çåë; á) âîâê; â) àêàöiÿ; ã) õâiñò ëèñèöi; ä) ìóðàõà; å) ëèñèöÿ?
Çàïèøiòü ìíîæèíó T , ïåðåëiêîì.

86. Íåõàé N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë; 2Z � ìíîæèíà ïàð-
íèõ öiëèõ ÷èñåë; P � ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë. Çà äîïîìîãîþ
ñèìâîëiâ ∈, /∈ âêàçàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ ÷èñåë ¹ åëåìåíòàìè àáî
æ íå ¹ åëåìåíòàìè âêàçàíèõ ìíîæèí: 13, 2,−4, 15,−7,−2.

87. Çàäàòè íàñòóïíi ìíîæèíè çà äîïîìîãîþ õàðàêòåðèñòè÷íî¨
âëàñòèâîñòi:
a) {11, 22, 44, 99, 33, 77, 55, 66, 88};
á) {i, ¨, î, à, å, ¹, è, ó, þ, ÿ};
â) {−6,−4,−2, 0, 4, 6, 2,−8, 8}.

88. Íàâåäiòü ïðèêëàä òàêî¨ îäíîåëåìåíòíî¨ ìíîæèíè A, ùîá ¨¨
åëåìåíò áóâ îäíî÷àñíî ïiäìíîæèíîþ öi¹¨ ìíîæèíè A.

89. Çàäàéòå íàñòóïíi ìíîæèíè ïåðåëiêîì ñâî¨õ åëåìåíòiâ:
a) {x|x ∈ N ∧ −3 < 2x 6 8};

á) {x|x ∈ N ∧ x
...10 ∧ x íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà 25 ∧ x 6 100}.

90. Íàâåäiòü ïðèêëàäè òàêèõ ìíîæèí A,B,C, ùîá A ∈ B,B ∈ C
i A /∈ C.

91. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ ìíîæèí ðiâíi ìiæ ñîáîþ:
A � ìíîæèíà ïðÿìîêóòíèêiâ ç ðiâíèìè ñòîðîíàìè;
B � ìíîæèíà êâàäðàòiâ;
C � ìíîæèíà ïðÿìîêóòíèêiâ;
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D � ìíîæèíà ÷îòèðèêóòíèêiâ ç ðiâíèìè êóòàìè;
E � ìíîæèíà ðîìáiâ;
G � ìíîæèíà ïàðàëåëîãðàìiâ ç ïðÿìèì êóòîì;
H � ìíîæèíà ÷îòèðèêóòíèêiâ ç ðiâíèìè ñòîðîíàìè.

92. Íåõàé Mn = {1, 2, 3, ..., n}, äå n ∈ N � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Çíà-
éòè êiëüêiñòü âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíM1,M2,M3,Mn. Ñêiëü-
êè k−åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí ìà¹ Mn?

93. Âêàæiòü ïðèêëàä òàêî¨ ìíîæèíè An, äå n ∈ N � íàòóðàëüíå
÷èñëî, áiëüøå îäèíèöi, ùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè åëåìåíòiâ ìíîæè-
íè An îäèí iç åëåìåíòiâ ¹ ÷ëåíîì äðóãîãî.

94. Íåõàé â ðîëi óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè âçÿòî ìíîæèíó Z
öiëèõ ÷èñåë. Âêàçàòè, ùî ñîáîþ ïðåäñòàâëÿþòü ìíîæèíè
A,A ∪B,B,A ∩B,C,A \B,A \C,C \ (A∪B), ÿêùî A = 2Z =
= {2n|n ∈ Z}, B = 2Z−1 = {2n−1|n ∈ Z}, C = {n ∈ Z|n 6 10}.

95. Îïèñàòè òàêi ìíîæèíè:
a) 2Z ∩ 3Z;
á) 2Z ∪ 3Z;
â) 2Z ∩ 3Z;
ã) 2Z ∪ 3Z;
ä) 3Z \ 2Z;
å) 2Z \ 3Z, ÿêùî ìíîæèíà Z âñiõ öiëèõ ÷èñåë ãðà¹ ðîëü óíi-
âåðñàëüíî¨ ìíîæèíè, à kZ = {kn|n ∈ Z}, k ∈ N.

96. Äîâåñòè ðiâíiñòü (A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C), äå A,B,C �
äîâiëüíi ìíîæèíè.

97. Ïîêàçàòè, ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíîñèëüíiñòü AB ∪C = A(B ∪C) ≡
≡ C ⊂ A äëÿ áóäü-ÿêèõ ìíîæèí A,B,C.

98. Ñïðîñòèòè òåîðåòèêî-ìíîæèííi âèðàçè:
a) A ∩B ∪A ∩B ∪A ∩B;
á) A ∩B ∩ C ∪A ∩B ∪B ∩ C ∪A ∩B ∩ C;
â) A ∩ C ∪A ∩B ∩ C ∪A ∩B ∪A ∩B;

ã) A ∪B ∪ C ∪A ∩B ∩ C ∪B ∪ C.

99. Ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ òîòîæíîñòåé
äëÿ áóäü-ÿêèõ ìíîæèí A,B,C,D ⊂ U :
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a) (AB ∪ CD ∪A ∪ C)A ∪AC = A;
á) (A ∪BC)(A ∪BC) = B ∪ C;
â) ABCD ∪ABC D ∪ABC ∪AB = A;
ã) ABCD ∪ABCD ∪ABC ∪AB = B.

100. Äîâåñòè òåîðåòèêî-ìíîæèííi ðiâíîñòi:
a) A− (B − C) = (A−B)− C;
á) A(B − C) = AB −AC,
äå A,B,C ⊂ U � äîâiëüíi ìíîæèíè.

101. Âiäîìî, ùî iç 100 ñòóäåíòiâ ïåðøîãî êóðñó â ñïîðòèâíèõ ñåêöi-
ÿõ áåðóòü ó÷àñòü: â ãiìíàñòè÷íié ñåêöi¨ � 28, â âîëåéáîëüíié
� 42, â áàñêåòáîëüíié � 30, â âîëåéáîëüíié i áàñêåòáîëüíié
� 5, â ãiìíàñòè÷íié i âîëåéáîëüíié � 10, â ãiìíàñòè÷íié i áà-
ñêåòáîëüíié � 8, â óñiõ òðüîõ ñåêöiÿõ � 3. Çíàéòè êiëüêiñòü
ñòóäåíòiâ, ÿêi: à) áåðóòü ó÷àñòü òiëüêè â îäíié âîëåéáîëüíié
ñåêöi¨; á) íå áåðóòü ó÷àñòi íi â æîäíié ñåêöi¨.

102. Ó çâiòi ïðî âèâ÷åííÿ ñòóäåíòàìè iíîçåìíèõ ìîâ áóëî íàïèñà-
íî, ùî:
à) àíãëiéñüêó, ôðàíöóçüêó i íiìåöüêó ìîâè âèâ÷àþòü 5 ñòó-
äåíòiâ;
á) àíãëiéñüêó i íiìåöüêó � 10;
â) àíãëiéñüêó i ôðàíöóçüêó � 8;
ã) íiìåöüêó i ôðàíöóçüêó � 20;
ä) àíãëiéñüêó � 30;
å) íiìåöüêó � 23;
¹) ôðàíöóçüêó � 50.
Çíàéòè ïîìèëêó ó çâiòi.

103. (Çàäà÷à Ëüþ¨ñà Êåððîëà). Ó æîðñòîêîìó áîþ 70 iç 100 ïiðàòiâ
âòðàòèëè îäíå îêî, 75 � îäíå âóõî, 80 � îäíó ðóêó i 85 � îäíó
íîãó. ßêå ìiíiìàëüíå ÷èñëî òèõ, õòî âòðàòèâ îäíî÷àñíî îêî,
ðóêó, âóõî i íîãó?

104. Êîæíà iç 30 íàðå÷åíèõ êðàñèâà, âèõîâàíà ÷è ðîçóìíà. Âèõî-
âàíèõ íàðå÷åíèõ � 21, êðàñèâèõ � 18, ðîçóìíèõ � 15, êðàñè-
âèõ i âèõîâàíèõ � 11, ðîçóìíèõ i âèõîâàíèõ � 9, ðîçóìíèõ i
êðàñèâèõ � 7. Ñêiëüêè íàðå÷åíèõ, ÿêi ìàþòü âñi òðè ÿêîñòi, i
ñêiëüêè íàðå÷åíèõ ç ¹äèíîþ ÿêiñòþ?
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105. Âèðàçèòè ÷åðåç îñíîâíi òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ îá'¹äíà-
ííÿ, ïåðåòèíó òà äîïîâíåííÿ òàêó îïåðàöiþ íàä ìíîæèíàìè:

A l B df
= {c ∈ U | c ∈ A↔ c ∈ B}.

Ïåðåâiðèòè, ÷è öÿ îïåðàöiÿ âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè êîìóòàòèâ-
íîñòi, àñîöiàòèâíîñòi, iäåìïîòåíòíîñòi, òà âêàçàòè âèãëÿä öi¹¨
îïåðàöi¨ íà äiàãðàìi Âåííà-Åéëåðà. ×è ìà¹ ââåäåíà îïåðàöiÿ
çâ'ÿçêè ç îïåðàöiÿìè âiäíiìàííÿ òà ñèìåòðè÷íîãî âiäíiìàííÿ?

106. * Âèðàçèòè ÷åðåç îñíîâíi òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ îá'¹ä-
íàííÿ, ïåðåòèíó, äîïîâíåííÿ òàêi îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè:

A ↓↓ B df
= {c ∈ U | c ∈ A ↓ c ∈ B};

A ‖ B df
= {c ∈ U | c ∈ A | c ∈ B},

äå ↓� ñèìâîë Ëóêàñåâè÷à, |�øòðèõØèôôåðà, òà äîñëiäèòè,
÷è âîëîäiþòü âîíè âëàñòèâîñòÿìè êîìóòàòèâíîñòi, àñîöiàòèâ-
íîñòi, iäåìïîòåíòíîñòi; âêàçàòè âèãëÿä öèõ îïåðàöié íà äiàãðà-
ìàõ Âåííà-Åéëåðà. Âèðàçèòè ÷åðåç ââåäåíi îïåðàöi¨ îñíîâíi
òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨.

107. * Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ ðiâíÿíü:

a)

{
A ∪X = B;

A ∩X = C;
á)

{
A \X = B;

X \A = C,
äå A,B,C ⊂ U �

çàäàíi ìíîæèíè.

108. * Ðîçâ'ÿçàòè òåîðåòèêî-ìíîæèííå ðiâíÿííÿ:

AX ∪BX = CX ∪DX,

äå A,B,C,D ⊂ U � çàäàíi ìíîæèíè.

109. * Ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíó¹ òàêå ñiìåéñòâî ìíîæèí (Ai)i∈I , ùî ïåðå-
òèí äîâiëüíîãî ¨õ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ¹ íåïîðîæíüîþ ìíîæè-
íîþ, à ïåðåòèí âñiõ ìíîæèí ñiìåéñòâà � ïîðîæíÿ ìíîæèíà.
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3.6 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

� 85.
Ò={êîçåë, âîâê, ëèñèöÿ}.
� 86.
13, 2, 15 ∈ N; 2,−4,−2 ∈ 2Z; 13, 2 ∈ P .
� 87.
à) Ìíîæèíà âñiõ äâîöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, êðàòíèõ 11;
á) ìíîæèíà âñiõ ãîëîñíèõ ëiòåð óêðà¨íñüêîãî àëôàâiòó;
â) ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ ÷èñåë, ìîäóëü ÿêèõ ìåíøèé 9.
� 88.
A = {∅}.
� 89.
à) {1, 2, 3, 4}; á) {10, 20, 30, 40, 60, 70, 80, 90}.
� 90.
A = {1}; B = {{1}}; C = {{{1}}}.
� 91.
A = B; C = D = G; E = H.
� 92.
|M1| = 21; |M2| = 22; |M3| = 23; |Mn| = 2n; Ckn.
� 93.
A2 = {1, {1}}; A3 = {1, {1}, {1, {1}}};
A4 = {1, {1}, {1, {1}}, {1, {1}, {1, {1}}}}; i ò.ä.
� 94.
A = 2Z = {2n|n ∈ Z} � ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë;

A ∪B = A∩B = ∅, äå B = 2Z−1 = {|2n−1|n ∈ Z} � ìíîæèíà âñiõ
íåïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë; A = B = 2Z − 1; B = A = 2Z; A ∩B = ∅ =
= A ∪B = B ∪A = Z; C = Z \ C = {n ∈ Z|n > 10} = {11, 12, 13, ...};
A\B = A∩B = A∩B = A∩A = A; A\C = A∩C = A∩C = {2n|n ∈
∈ Z ∧ 2n 6 10} = {2n|n ∈ Z ∧ n 6 5}; C \ (A ∪B) = C \ Z = ∅.

� 95.
a) 2Z ∩ 3Z = 6Z;
á) 2Z ∪ 3Z = 2Z ∪ (6Z + 3);
â) 2Z ∩ 3Z = 2Z \ 3Z � ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë, ÿêi

íå äiëÿòüñÿ íà 3;
ã) 2Z ∪ 3Z = 6Z � ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë, ÿêi íå äiëÿòüñÿ

íà 6;
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ä) 3Z \ 2Z = 6Z + 3 � ìíîæèíà âñiõ ÷èñåë, ÿêi ïðè äiëåííi íà 6
äàþòü îñòà÷ó 3;

å) 2Z \ 3Z = 2Z ∩ 3Z � ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë, ÿêi
íå äiëÿòüñÿ íà 3.

� 96.
(A \ C) \ (B \ C) = AC \ BC = ACBC = AC(B ∪ C) = AC B ∪

ACC = AB C ∪A∅ = AB C ∪∅ = (AB)C = (A \B)C = (A \B) \C.
� 97.
(AB ∪ C = A(B ∪ C)) ≡ ((AB ∪ AC) ∪ C = AB ∪ AC) ≡ (C ⊂

AB ∪AC) ≡ C ⊂ A(B ∪ C) ≡ (C ⊂ A ∧ C ⊂ B ∪ C) ≡ C ⊂ A.
� 98.
à) A ∪B;
á) B;
â) A ∪ C;
ã) C.
Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè âëàñòèâîñòi òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïå-

ðàöié àáî âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié. Íàïðèêëàä, à) A ∩ B ∪
A ∩ B ∪ A ∩ B = AB ∪ AB ∪ AB = AB ∪ (A ∪ A)B = AB ∪
∪ UB = AB ∪ B = (A ∪ B)(B ∪ B) = (A ∪ B)U = A ∪ B, äå U
� óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà.

� 99.
Âêàçiâêà. Ïåðåâiðêó ìîæíà çäiéñíèòè çà äîïîìîãîþ âèêîðè-

ñòàííÿ âëàñòèâîñòåé òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié àáî âëàñòè-
âîñòåé ëîãi÷íèõ îïåðàöié. Íàïðèêëàä, äëÿ ã) ìà¹ìî: ABCD ∪
ABCD ∪ ABC ∪ AB = ABC(D ∪ D) ∪ ABC ∪ AB = ABCU ∪
∪ ABC ∪ AB = (ABC ∪ ABC) ∪ AB = AB(C ∪ C) ∪ AB = ABU ∪
∪AB = AB ∪AB = (A ∪A)B = UB = B.

� 100.
Âêàçiâêà. Äîâåäåííÿ ìîæíà âèêîíàòè àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê i

â ïîïåðåäíié âïðàâi � 99. Íàïðèêëàä äëÿ á) ìà¹ìî: A(B − C) =
A(BC ∪ CB) = ABC ∪ ABC = (ABA ∪ ABC) ∪ (AAC ∪ ABC) =
AB(A ∪ C) ∪ AC(A ∪ B) = ABAC ∪ ACAB = (AB \ AC) ∪ (AC \
AB) = AB −AC.

� 101.
à) 30; á) 20. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè äiàãðàìó Âåííà-Åéëåðà òà

ñêëàñòè âiäïîâiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
� 102. Âêàçiâêà. Çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî âïðàâè
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� 101. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÷èñëî ñòóäåíòiâ, ÿêi âèâ÷àþòü òiëüêè íiìå-
öüêó ìîâó, âiä'¹ìíå � ðiâíå −2, ùî âêàçó¹ íà ïîìèëêó ó çâiòi.

� 103. Ìiíiìàëüíå ÷èñëî ðiâíå 10, à ìàêñèìàëüíå � 70. Âêà�
çiâêà. |OBRH| = |O ∪B ∪ P ∪H| > 100 − (30 + 25 + 20 + 15) =
= 100 − 90 = 10, äå A � ìíîæèíà âñiõ ïiðàòiâ, ùî âòðàòèëè îðãàí

”
A“, a |A| � ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè A.
� 104. Òðè íàðå÷åíèõ ìàþòü óñi òðè ÿêîñòi, à äåâ'ÿòü òiëüêè

¹äèíó ÿêiñòü. Âêàçiâêà. Ñêëàñòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âèêî-
ðèñòàâøè óìîâó âïðàâè òà äiàãðàìó Âåííà-Åéëåðà.

� 105. Âèãëÿä îïåðàöi¨ l íà äiàãðàìi Âåííà-Åéëåðà çîáðàæåíî
íà ìàëþíêó 1.8. Âèðàæà¹òüñÿ öÿ îïåðàöiÿ ÷åðåç îñíîâíi òåîðåòèêî-

Ìàë. 1.8.

ìíîæèííi îïåðàöi¨ òàê: A l B = A−B = AB ∪ AB = AB ∪ A ∪B.
Ââåäåíà îïåðàöiÿ l êîìóòàòèâíà òà àñîöiàòèâíà, àëå íå iäåìïîòåí-
òíà.

� 106. Îïåðàöi¨ ↓↓, || âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç îñíîâíi òåîðåòèêî-
ìíîæèííi îïåðàöi¨ òàê: A ↓↓ B = A ∪B; A||B = AB;

Âêàçiâêà. Äëÿ ðîçãëÿäó âêàçàíèõ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïå-
ðàöié ñëiä âèêîðèñòàòè îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíèõ ëîãi-
÷íèõ îïåðàöié � ñèìâîë Ëóêàñåâè÷à ↓ òà øòðèõ Øåôôåðà |. Ëåãêî
áà÷èòè ¨õ âèãëÿä íà äiàãðàìàõ Âåííà-Åéëåðà (ìàë. 1.9).

� 107.
à) ßêùî C ⊂ A ⊂ B, òî C ∪ (B \A) ⊂ X ⊂ B;
á) ßêùî C ⊂ A ⊂ B, òî C ∪X ⊂ (A ∪ C) \B.
� 109. Íàïðèêëàä, ñiì'ÿ (N \Mn)n∈N ìíîæèí çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó çàäà÷i.
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Ìàë. 1.9.
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Åëåìåíòè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ

4 Åëåìåíòè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ

1. Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ïðåäèêàòè; ðiâíîñèëüíiñòü ïðåäèêà-
òiâ, íàñëiäîê ïðåäèêàòà; ïðîïîçèöiéíà ôóíêöiÿ ïðåäèêàòà.

2. Òèïè ïðåäèêàòiâ; îáëàñòü iñòèííîñòi ïðåäèêàòà òà ¨¨ çâ'ÿçîê ç
òèïîì ïðåäèêàòà, ç ðiâíîñèëüíiñòþ, ç âiäíîøåííÿì.

3. Íàéïðîñòiøi îïåðàöi¨ íàä ïðåäèêàòàìè òà çâ'ÿçîê öèõ îïåðà-
öié ç îïåðàöiÿìè íàä âiäïîâiäíèìè îáëàñòÿìè iñòèííîñòi öèõ ïðå-
äèêàòiâ.

4. Êîíêðåòèçàöiÿ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ òà ¨õ çâ'ÿçóâàííÿ êâàíòî-
ðàìè â ïðåäèêàòàõ; óíiâåðñàëüíèé òà åêçèñòåíöiîíàëüíèé êâàíòîðè.

5. Ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ; ïîðÿäîê âèêîíàííÿ äié; âèäè
ôîðìóë, ¨õ ðiâíîñèëüíiñòü òà ñïðîùåííÿ.

6. Äåÿêi çàêîíè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ.
7. Çàñòîñóâàííÿ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ äî àëãåáðè ìíîæèí, äî ìàòå-

ìàòè÷íèõ ôîðìóëþâàíü.
8. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
9. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

4.1 Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ïðåäèêàòè; ðiâíî�

ñèëüíiñòü ïðåäèêàòiâ, íàñëiäîê ïðåäèêàòà;

ïðîïîçèöiéíà ôóíêöiÿ ïðåäèêàòà

1. Ðàíiøå áóëî âiäìi÷åíî, ùî àëãåáðà âèñëîâëåíü ¹ íàéïðîñòi-
øîþ åëåìåíòàðíîþ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Îäíi¹þ ç ¨¨ ãî-
ëîâíèõ çàäà÷ ¹ âñòàíîâëåííÿ iñòèííîñíîãî çíà÷åííÿ ñêëàäíîãî âè-
ñëîâëåííÿ â çàëåæíîñòi âiä iñòèííîñíèõ çíà÷åíü ïðîñòèõ âèñëîâ-
ëåíü, ùî óòâîðþþòü äîñëiäæóâàíå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ. Íåçâàæà-
þ÷è íà âåëèêå çíà÷åííÿ àëãåáðè âèñëîâëåíü, ¨¨ øèðîêi çàñòîñóâà-
ííÿ, âîíà ¹ çàíàäòî áiäíîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ íàâiòü íåñêëàäíèõ
âèñíîâêiâ íàóêè òà ïðàêòèêè. Ðîçãëÿíåìî â ïiäòâåðäæåííÿ öüîãî
êiëüêà ïðèêëàäiâ.

1. Î÷åâèäíî, ùî ç âèñëîâëåííÿ a =
”
Õî÷à áè îäèí ñòóäåíò â ãðóïi

ðîçâ'ÿçàâ âñi äîìàøíi çàâäàííÿ“ âèïëèâà¹ âèñëîâëåííÿ b =
”
Êîæíó

iç äîìàøíiõ çàäà÷ ðîçâ'ÿçàâ õî÷à áè îäèí ñòóäåíò â ãðóïi“, òîáòî ¹
iñòèíîþ ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ, ÿêå â àëãåáði âèñëîâëåíü ìà¹ âèãëÿä
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Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ïðåäèêàòè; ðiâíîñèëüíiñòü ïðåäèêàòiâ,

íàñëiäîê ïðåäèêàòà; ïðîïîçèöiéíà ôóíêöiÿ ïðåäèêàòà

a→ b; ðàçîì ç òèì â àëãåáði âèñëîâëåíü ôîðìóëà a→ b íå ¹ iñòèí-
íîþ. Äî ðå÷i, öi¹þ æ ôîðìóëîþ a→ b ìîæíà ïîäàòè i òàêå iñòèííå
ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ:

”
ßêùî â ÷èñëîâié ìíîæèíi A iñíó¹ ÷èñëî, ùî

íå ïåðåâèùó¹ âñi ¨¨ ÷èñëà, òî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà x â öié ìíîæèíi
çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ x“.

2. Î÷åâèäíî, ùî iñòèííèì ¹ ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ
”
ßêùî â ÷è-

ñëîâié ìíîæèíi x < y i y < z, òî x < z“, ÿêîìó â àëãåáði âèñëîâëåíü
âiäïîâiäà¹ ôîðìóëà a ∧ b → c, ÿêà áåçïåðå÷íî íå ¹ iñòèííîþ, äå

”
a = x < y“,

”
b = y < z“,

”
c = x < z“.

3. Î÷åâèäíî, ùî iñòèííèì ¹ òàêèé êëàñè÷íèé óìîâèâiä Àðiñòîòå-
ëÿ, ñòàðîäàâíüîãî ãðåöüêîãî ôiëîñîôà i ëîãiêà, ÿê:

”
ßêùî âñi ëþäè

ñìåðòíi, i Ñîêðàò ¹ ëþäèíà, òî Ñîêðàò ñìåðòíèé“. Ðàçîì ç òèì
âèñíîâîê, ùî âñòàíîâëþ¹ iñòèííiñòü âèñëîâëåííÿ c =

”
Ñîêðàò ñìåð-

òíèé“ ç iñòèííîñòi âèñëîâëåíü a =
”
Âñi ëþäè ñìåðòíi“ i b =

”
Ñîêðàò

¹ ëþäèíà“, ëåæèòü çà ìåæàìè àëãåáðè âèñëîâëåíü, êîëè ðîçãëÿäà-
¹òüñÿ àíàëîãi÷íà ôîðìóëà a ∧ b→ c.

Äî ðå÷i, íàâåäåíèé óìîâèâiä Àðiñòîòåëÿ, ÿêèé ÷àñòî íàâîäè-
òüñÿ â áàãàòüîõ ïîñiáíèêàõ ç ëîãiêè, ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó ïîáóäî-
âè, ÿêó ìîæíà íàïîâíþâàòè ðiçíîìàíiòíèì çìiñòîì, âiä ÷îãî iñòèí-
íiñòü óìîâèâîäó íå çìiíèòüñÿ. Íàâåäåìî éîãî, íàïðèêëàä, ç ãåîìå-
òðè÷íèì çìiñòîì òà ÷èñëîâèì çìiñòîì:

”
ßêùî äîâiëüíèé ïðÿìîêó-

òíèê ¹ ïàðàëåëîãðàìîì i D � ïðÿìîêóòíèê, òî D � ïàðàëåëîãðàì“;

”
ßêùî äîâiëüíå ïàðíå ÷èñëî öiëå i 12 � ïàðíå ÷èñëî, òî 12 � öiëå
÷èñëî“.

2. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, à ÷îìó öå àëãåáðà âèñëîâëåíü íå ìà¹ çà-
ñîáiâ äëÿ äîñòàòíüî òîíêîãî àíàëiçó ìiðêóâàíü, ÿêèé áè äàâàâ ìî-
æëèâiñòü âñòàíîâëþâàòè ¨õ ïðàâîìiðíiñòü. Ïîÿñíèòè öå ìîæíà òèì,
ùî àëãåáðà âèñëîâëåíü ðîçãëÿäà¹ ñêëàäíi âèñëîâëåííÿ ÿê ôóíêöi¨,
ÿê çàëåæíîñòi ëèøå âiä ïðîñòèõ âèñëîâëåíü. À îò öi ïðîñòi åëåìåí-
òàðíi âèñëîâëåííÿ â àëãåáði âèñëîâëåíü óæå íå ðîç÷ëåíîâóþòüñÿ.
Ðàçîì ç òèì âîíè ¹ åëåìåíòàìè ìiðêóâàíü i ìàþòü ñâîþ âíóòði-
øíþ ñòðóêòóðó, ÿêà òåæ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â äåäóêöi¨, â óìî-
âèâîäàõ òà ìiðêóâàííÿõ. Òîìó íåîáõiäíî òàê ðîçøèðèòè àëãåáðó
âèñëîâëåíü, ñòâîðèòè áiëüø ðîçøèðåíó ëîãi÷íó ñèñòåìó, ÿêà á äà-
âàëà òàêîæ ìîæëèâiñòü äîñëiäæóâàòè áóäîâó, ñòðóêòóðó ïðîñòèõ
åëåìåíòàðíèõ âèñëîâëåíü. Ñàìå òàêîþ ðîçøèðåíîþ ëîãi÷íîþ ñè-
ñòåìîþ ¹ ëîãiêà ïðåäèêàòiâ, â ÿêó àëãåáðà âèñëîâëåíü âõîäèòü
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ÿê ñêëàäîâà åëåìåíòàðíà ÷àñòèíà. Ñàìå â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ ç'ÿâëÿ-
¹òüñÿ ìîæëèâiñòü ëåãêî îá ðóíòóâàòè ëîãi÷íi âèñíîâêè òà ìiðêóâà-
ííÿ, ÿêi áóëè íàâåäåíi âèùå.

3. Äåòàëüíiøå çóïèíèìîñÿ íà îäíîìó iç íàéâàæëèâiøèõ ïîíÿòü
ëîãiêè ïðåäèêàòiâ � íà ïîíÿòòi ïðåäèêàòà (âiä ëàòèíñüêîãî predi-
cate � ïðèñóäîê). Ïðåäèêàò ãðàìàòè÷íî ìà¹ ôîðìó âèðàæåííÿ âè-
ñëîâëåííÿ, â ÿêîìó ìîæóòü ìiñòèòèñÿ ïðåäìåòíi çìiííi äåÿêèõ ìíî-
æèí (ïîíÿòòÿ ïðî ïðåäìåòíi çìiííi äèâ. â ïîïåðåäíié òåìi). Òàêå
âèðàæåííÿ ìîæíà îòðèìàòè ç äîâiëüíîãî âèñëîâëåííÿ, ÿêùî â íüî-
ìó ïîçíà÷åííÿ êîíêðåòíèõ äàíèõ çàìiíèòè íà ïðåäìåòíi çìiííi òèõ
ìíîæèí, ÿêèì íàëåæàòü öi äàíi. Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi ïðèêëàäè.

1. a =
”
5 � ïðîñòå ÷èñëî“ � iñòèííå âèñëîâëåííÿ; b =

”
8 � ïðîñòå

÷èñëî“ � õèáíå âèñëîâëåííÿ. Òîäi P (n) =
”
n � ïðîñòå ÷èñëî“� öå

íå âèñëîâëåííÿ, à, ãîâîðÿòü, âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà, äå n ∈ N �
íàòóðàëüíà ïðåäìåòíà çìiííà; öå ¹, ãîâîðÿòü, îäíîìiñíèé (áî îäíà
ïðåäìåòíà çìiííà) ïðåäèêàò, ÿêèé ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó âèñëîâëåííÿ
ïðè çàìiíi n ∈ N íà êîíêðåòíå íàòóðàëüíå ÷èñëî; íàïðèêëàä, P (13)
� iñòèííå âèñëîâëåííÿ, P (15) � õèáíå âèñëîâëåííÿ.

2. Âèñëîâëåííÿ
”
Ïåòðî � ñèí Âàñèëÿ“ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â äâî�

ìiñíèé ïðåäèêàò A(x, y) =
”
x � ñèí y“, äå x, y ∈ L � ïðåäìåòíi

çìiííi ìíîæèíè L ëþäåé.
3. Âèñëîâëåííÿ

”
3+2.7 = 21.3“ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òðüîõìiñíèé

ïðåäèêàò B(x, y, z) =
”
x + y = z“, â ÿêîìó x, y, z ∈ R � äiéñíi

ïðåäìåòíi çìiííi ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë.
Ç ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ áà÷èìî, ùî â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ çäié-

ñíþ¹òüñÿ ðîç÷ëåíóâàííÿ ïðîñòèõ âèñëîâëåíü íà ñóá'¹êòè, îá'¹êòè
(ïðåäìåòíi çìiííi, äàíi) i ïðåäèêàòè, ïðèñóäêè, ùî âèðàæàþòü ïåâ-
íi âëàñòèâîñòi îá'¹êòiâ, çâ'ÿçêè ìiæ íèìè.

4. Äàìî çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ïðåäèêàòà:

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. n-ìiñíèì ïðåäèêàòîì âiä n ïðåäìåòíèõ
çìiííèõ x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, ..., xn ∈ Xn íàçèâà¹òüñÿ âèðàç (çàïèñ,
ðå÷åííÿ), ùî ìiñòèòü öi çìiííi i ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó âèñëîâëåííÿ
ïðè çàìiíi ïðåäìåòíèõ çìiííèõ åëåìåíòàìè âiäïîâiäíèõ ìíîæèí
X1, X2, ..., Xn, ÿêi íàçèâàþòü áàçèñíèìè ìíîæèíàìè ïðåäèêàòà.

ßêùî X1 = X2 = ... = Xn = X, òî âiäïîâiäíèé ïðåäèêàò íàçè-
âàòèìåìî îäíîðiäíèì, ÿêèé çàäàíèé íà áàçèñíié ìíîæèíi X.
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Ïðåäèêàòè â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ïîçíà÷àòèìåìî òàê:
A(x1, x2, ..., xn), B(x1, x2, ..., xn), ..., äå x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, ..., xn ∈
∈ Xn � ïðåäìåòíi çìiííi áàçèñíèõ ìíîæèí X1, X2, ..., Xn. Òîäi
A(x, y), B(x, y, z) � ïîçíà÷åííÿ äîâiëüíèõ äâîìiñíîãî, òðèìiñíîãî
ïðåäèêàòiâ.

Íàïðèêëàä, âèðàç A(x, y) =
”
x < y“, äå x, y ∈ R, � îäíîðiäíèé

äâîìiñíèé ïðåäèêàò, çàäàíèé íà ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë, à âèðàç
B(x, y) =

”
3x− 2y“, äå x, y ∈ R, íå ¹ ïðåäèêàòîì, îñêiëüêè ïðè ïiä-

ñòàíîâöi çàìiñòü ïðåäìåòíèõ çìiííèõ x, y êîíêðåòíèõ ÷èñåë âií íå
ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó âèñëîâëåííÿ íà âiäìiíó âiä A(x, y); äiéñíî, âçÿâ-
øè x = 3, y = 1, îòðèìà¹ìî A(3, 1) =

”
3 < 1“ � õèáíå âèñëîâëåííÿ,

à B(3, 1) =
”
3 · 3− 2 · 1“� ÷èñëîâèé âèðàç, ùî âèçíà÷à¹ ÷èñëî 7, ÿêå

áåç ñóìíiâó íå ¹ âèñëîâëåííÿì.
Çàóâàæåííÿ. Â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ âèñëîâëåííÿ áóäåìî ðîçãëÿ-

äàòè ÿê íóëüìiñíi ïðåäèêàòè, ÿêi íå ìiñòÿòü æîäíî¨ ïðåäìåòíî¨
çìiííî¨; íàïðèêëàä,

”
14 äiëèòüñÿ íà 2“.

5. ßê i äëÿ âèñëîâëåíü, äëÿ ïðåäèêàòiâ àíàëîãi÷íî ââîäÿòüñÿ
ïîíÿòòÿ ðiâíîñèëüíîñòi òà ëîãi÷íîãî ñëiäóâàííÿ ïðåäèêàòiâ.

Îçíà÷åííÿ 4.1.2. Äâà n-ìiñíi ïðåäèêàòè A1(x1, x2, ..., xn),
A2(x1, x2, ..., xn), âèçíà÷åíi íà îäíèõ i òèõ æå áàçèñíèõ ìíîæèíàõ
X1, X2, ..., Xn, íàçèâàþòüñÿ ðiâíîñèëüíèìè ìiæ ñîáîþ, ùî ïîçíà�
÷à¹òüñÿ ó âèãëÿäi A1(x1, x2, ..., xn) ≡ A2(x1, x2, ..., xn), ÿêùî ¨õ ëî�
ãi÷íi çíà÷åííÿ T ÷è F íà îäíèõ i òèõ æå íàáîðàõ âiäïîâiäíèõ çíà�
÷åíü α1, α2, ..., αn ïðåäìåòíèõ çìiííèõ x1, x2, ..., xn ñïiâïàäàþòü,
òîáòî p(A1(α1, α2, ..., αn)) = p(A2(α1, α2, ..., αn)), àáî æ íå iñíó�
þòü.

Îçíà÷åííÿ 4.1.3. Ïðåäèêàò A2(x1, x2, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ
ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ïðåäèêàòà A1(x1, x2, ..., xn) àáî, ãîâîðÿòü,
ëîãi÷íî ñëiäó¹ ç A1(x1, x2, ..., xn), ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ ó âèãëÿäi
A1(x1, x2, ..., xn) ⇒ A2(x1, x2, ..., xn), ÿêùî îáèäâà ïðåäèêàòè âè�
çíà÷åíi íà îäíèõ i òèõ æå áàçèñíèõ ìíîæèíàõ X1, X2, ..., Xn, i
íà äîâiëüíèõ íàáîðàõ âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü α1, α2, ..., αn ïðåäìåòíèõ
çìiííèõ x1, x2, ..., xn ÿêùî âèñëîâëåííÿ A1(α1, α2, ..., αn) iñíó¹,
òî i A2(α1, α2, ..., αn) iñíó¹, i âèñëîâëåííÿ A1(α1, α2, ..., αn) →
→ A2(α1, α2, ..., αn) iñòèííå.

Ïðèêëàäè.
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1. Íåõàé x ∈ R � äiéñíà ïðåäìåòíà çìiííà; ëåãêî áà÷èòè, ùî
îäíîìiñíi ïðåäèêàòè 4x − 3 6 5 i x 6 2 ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ,
òîáòî (4x− 3 6 5) ≡ (x 6 2).

2. Íåõàé x ∈ N � íàòóðàëüíà ïðåäìåòíà çìiííà; ëåãêî áà÷è-

òè, ùî ïðåäèêàò n
...5 ¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ïðåäèêàòà n

...10, òîáòî

(n
...10)⇒ (n

...5).
Çàóâàæåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíi äâà ÷èñëîâi ðiâíÿííÿ, ÿêi

ðiâíîñèëüíi â àëãåáðà¨÷íîìó ñìèñëi, áóäóòü ðiâíîñèëüíèìè ìiæ ñî-
áîþ ïðåäèêàòàìè.

6. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêèé çâ'ÿçîê iñíó¹ ìiæ ðiâíîñèëüíiñòþ ïðå-
äèêàòiâ òà ¨õ ëîãi÷íèì ñëiäóâàííÿì. Âèêîðèñòàâøè ïîïåðåäíi äâà
îçíà÷åííÿ òà àíàëîãi÷íèé çâ'ÿçîê ìiæ ðiâíîñèëüíiñòþ òà ëîãi÷íèì
ñëiäóâàííÿì âèñëîâëåíü, ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî ìà¹ ìiñöå òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.1.1. Äëÿ òîãî, ùîá äâà ïðåäèêàòè áóëè ðiâíî�
ñèëüíèìè ìiæ ñîáîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá êîæåí ç íèõ
áóâ íàñëiäêîì äðóãîãî, òîáòî íà ñèìâîëi÷íié ìîâi öå çâó÷èòü
òàê: A1(x1, x2, ..., xn) ≡ A2(x1, x2, ..., xn) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè A1(x1, x2, ..., xn) ⇒ A2(x1, x2, ..., xn) i A2(x1, x2, ..., xn) ⇒
⇒ A1(x1, x2, ..., xn), äå A1(x1, x2, ..., xn), A2(x1, x2, ..., xn) � ïîçíà�
÷åííÿ n-ìiñíèõ ïðåäèêàòiâ, çàäàíèõ íà îäíèõ i òèõ æå áàçèñíèõ
ìíîæèíàõ X1, X2, ..., Xn.

ßêùî ïî àíàëîãi¨ ç ëîãi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ âèñëîâëåíü ââåñòè
îçíà÷åííÿ ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïðåäèêàòiâ ç âiäïîâiäíèì
äëÿ íå¨ ïîçíà÷åííÿì ó âèãëÿäi

A1(x1, x2, ..., xn)⇔ A2(x1, x2, ..., xn),

ÿêå ÷èòà¹òüñÿ ÿê
”
ïðåäèêàòè A1(x1, x2, ..., xn) i A2(x1, x2, ..., xn) ëî-

ãi÷íî åêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ“, òî òåîðåìó 4.1.1 ìîæíà ïîäàòè íà
ìîâi ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïðåäèêàòiâ, òîáòî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.1.2. Äâà ïðåäèêàòè ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ òî�
äi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè åêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ, ùî ñèì�
âîëi÷íî çàïèøåòüñÿ òàê: A1(x1, x2, ..., xn) ≡ A2(x1, x2, ..., xn)
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òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A1(x1, x2, ..., xn) ⇔ A2(x1, x2, ..., xn),
äå A1(x1, x2, ..., xn), A2(x1, x2, ..., xn), � ïîçíà÷åííÿ n-ìiñíèõ ïðå�
äèêàòiâ, çàäàíèõ íà îäíèõ i òèõ ñàìèõ áàçèñíèõ ìíîæèíàõ
X1, X2, ..., Xn.

7.ßêùî ìè ïiä ïðåäèêàòàìè ðîçóìi¹ìî òàê çâàíó âèñëîâëþâàëü-
íó ôîðìó, òîáòî âèðàç, ÿêèé ìiñòèòü ïðåäìåòíi çìiííi i ïåðåòâîðþ¹-
òüñÿ ó âèñëîâëåííÿ ïðè çàìiíi öèõ çìiííèõ åëåìåíòàìè âiäïîâiäíèõ
áàçèñíèõ ìíîæèí, òî öåé æå ïðåäèêàò çàäà¹, ãîâîðÿòü, òàê çâàíó
ïðîïîçèöiéíó ÷è, ãîâîðÿòü, ëîãi÷íó ôóíêöiþ, çíà÷åííÿìè ÿêî¨
ìîæóòü áóòè iñòèííîñíi çíà÷åííÿ T àáî æ F , ïðè çàìiíi â ïðåäèêàòi
ïðåäìåòíèõ çìiííèõ åëåìåíòàìè áàçèñíèõ ìíîæèí ïðåäèêàòà (çãà-
äàéìî äëÿ êðàùîãî ðîçóìiííÿ òàêó àíàëîãiþ ç øêiëüíî¨ àëãåáðè:
÷èñëîâèé âèðàç, íàïðèêëàä, f(x) = 3x2 − 2, äå x ∈ R � ïðåäìåòíà
çìiííà, çàäà¹ ÷èñëîâó ôóíêöiþ, çíà÷åííÿìè ÿêî¨ ¹ äiéñíi ÷èñëà, ÿêi
îòðèìóþòüñÿ ïðè çàìiíi ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨ x åëåìåíòàìè ìíîæèíè
R äiéñíèõ ÷èñåë ó âèðàçi f(x)).

Îçíà÷åííÿ 4.1.4. Ïðîïîçèöiéíîþ àáî, ãîâîðÿòü, ëîãi÷íîþ ÷è
ïðåäèêàòíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïðåäèêàòó A(x1, x2, ..., xn)
i ïîçíà÷à¹òüñÿ fA, íàçèâà¹òüñÿ òàêà ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ òó æå
ñàìó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, ùî i âiäïîâiäíèé ¨é ïðåäèêàò, à ¨¨ çíà�
÷åííÿìè ¹ iñòèííîñíi çíà÷åííÿ T àáî æ F , ÿêi ìîæå ïðèéìàòè
âiäïîâiäíå âèñëîâëåííÿ, ùî îòðèìó¹òüñÿ ïðè çàìiíi â ïðåäèêàòi
ïðåäìåòíèõ çìiííèõ x1, x2, ..., xn åëåìåíòàìè α1, α2, ..., αn áàçè�

ñíèõ ìíîæèí X1, X2, ..., Xn ïðåäèêàòà, òîáòî fA(α1, α2, ..., αn)
df
=

p(A(α1, α2, ..., αn)).

Òåîðåìó 4.1.1 çà îçíà÷åííÿì ïðåäèêàòíî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 4.1.3. Äëÿ òîãî, ùîá ïðåäèêàòè A1(x1, x2, ..., xn)
i A2(x1, x2, ..., xn) áóëè ðiâíîñèëüíèìè ìiæ ñîáîþ, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá âiäïîâiäíi ¨ì ëîãi÷íi, òîáòî ïðåäèêàòíi ôóí�
êöi¨ ñïiâïàäàëè, òîáòî ñèìâîëi÷íî öå ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:
A1(x1, x2, ..., xn) ≡ A2(x1, x2, ..., xn) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fA1

=
fA2 ; iíøèìè ñëîâàìè öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíîñèëüíi ïðåäèêàòè çàäà�
þòüñÿ îäíi¹þ i òi¹þ æ ïðåäèêàòíîþ ôóíêöi¹þ.
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8. Çàóâàæåííÿ. Äâîåëåìåíòíó ìíîæèíó B = {T, F} iíîäi íà-
çèâàþòü áóëüîâîþ ìíîæèíîþ, i ôóíêöiþ, àðãóìåíòè ÿêî¨ i âîíà
ñàìa ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ç áóëüîâî¨ ìíîæèíè B, òåæ íàçèâàþòü
áóëüîâîþ ôóíêöi¹þ. Â àëãåáði âèñëîâëåíü, ââîäÿ÷è îñíîâíi îïå-
ðàöi¨ äèç'þíêöiÿ ∨, êîí'þíêöiÿ ∧, iìïëiêàöiÿ →, åêâiâàëåíöiÿ ↔,
çàïåðå÷åííÿ a, ìè ïî ñóòi ââîäèëè âiäïîâiäíi áóëüîâi ôóíêöi¨ β∨,
β∧, β→, β↔, β−, ÿêi ìîæíà çàäàòè âiäïîâiäíèìè âèðàçàìè, à ñàìå:

β∨(a, b)
df
= a ∨ b, β∧(a, b)

df
= a ∧ b, β→(a, b)

df
= a→ b, β↔(a, b)

df
= a↔ b,

β−(a)
df
= a, i ñêëàñòè äëÿ íèõ âiäïîâiäíi òàáëèöi iñòèííîñòi. Öi ôóí-

êöi¨ iíîäi íàçèâàþòü îñíîâíèìè áóëüîâèìè ôóíêöiÿìè, îñêiëü-
êè, ÿê âiäîìî, äîâiëüíó áóëüîâó ôóíêöiþ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç
îñíîâíi i, îòæå, çàïèñàòè ó âèãëÿäi ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè ç àëãåáðè âè-
ñëîâëåíü. Ââåäåíi íàìè âèùå ïðîïîçèöiéíi, òîáòî ïðåäèêàòíi ôóí-
êöi¨ ¹ óçàãàëüíåííÿìè áóëüîâèõ, îñêiëüêè ¨õ àðãóìåíòàìè ¹ ïðåäìå-
òíi çìiííi, çíà÷åííÿìè ÿêèõ ìîæóòü áóòè åëåìåíòè ìíîæèí äîâiëü-
íî¨ ïðèðîäè, â òîé ÷àñ, ÿê àðãóìåíòàìè áóëüîâèõ ôóíêöié ¹ ëèøå
áóëüîâi çìiííi.

4.2 Òèïè ïðåäèêàòiâ; îáëàñòü iñòèííîñòi ïðåäèêà�

òà òà ¨¨ çâ'ÿçîê ç òèïîì ïðåäèêàòà, ç ðiâíî�

ñèëüíiñòþ, ç âiäíîøåííÿì

1. Íåõàé A(x1, x2, ..., xn) � n-ìiñíèé ïðåäèêàò ç áàçèñíèìè ìíî-
æèíàìè X1, X2, ..., Xn. Ç öèì ïðåäèêàòîì çâ'ÿçóþòüñÿ òàêi ïiäìíî-

æèíè äåêàðòîâîãî äîáóòêó X
df
= X1 × X2 × ... × Xn éîãî áàçèñíèõ

ìíîæèí, ÿê îáëàñòü âèçíà÷åííÿ DA ⊂ X i îáëàñòü iñòèííîñòi
IA ⊂ X ïðåäèêàòà A.

Îçíà÷åííÿ 4.2.1. Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ (àáî, ãîâîðÿòü, iñíó�
âàííÿ) ïðåäèêàòà A(x1, x2, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïiäìíîæèíà

DA ⊂ X äåêàðòîâîãî äîáóòêó X
df
= X1×X2× ...×Xn áàçèñíèõ ìíî�

æèí öüîãî ïðåäèêàòà, ùî çàìiíà n-êè (x1, x2, ..., xn) ïðåäìåòíèõ
çìiííèõ íà äîâiëüíó n-êó çíà÷åíü (α1, α2, ..., αn) ç öi¹¨ ìíîæèíè
DA ïåðåòâîðþ¹ ïðåäèêàò ó âèñëîâëåííÿ, ùî ñèìâîëi÷íî çàïèñó¹�
òüñÿ òàê:

D(A) � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ïðåäèêàòà A(x1, x2, ..., xn)
df⇐⇒
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DA
df
= {(α1, α2, ..., αn) | A(α1, α2, ..., αn) � âèñëîâëåííÿ}.

Îçíà÷åííÿ 4.2.2. Îáëàñòþ iñòèííîñòi ïðåäèêàòà
A(x1, x2, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïiäìíîæèíà IA ⊂ DA éîãî
îáëàñòi âèçíà÷åííÿ DA, íà ÿêié âií ïðè âiäïîâiäíié çàìiíi ïðå�
äìåòíèõ çìiííèõ íà n-êè åëåìåíòiâ ç IA ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
iñòèííå âèñëîâëåííÿ, ùî ñèìâîëi÷íî ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

IA ⊂ X � îáëàñòü iñòèííîñòi ïðåäèêàòà A(x1, x2, ..., xn)
df⇐⇒

IA
df
= {(α1, α2, ..., αn) ∈ DA | p(A(α1, α2, ..., αn)) = T} ⊂ DA.

2. Ðîçãëÿíåìî òàêi ïðèêëàäè. Çíàéòè îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà
iñòèííîñòi äëÿ ïðåäèêàòiâ:

à) A(x, y) =
x2 + y2 − 1

(x2 − 9)2 + (y2 − 4)2
= 0;

á) B(x, y) =

√
x− 2

x− y
> 0, äå x, y ∈ R, òà çîáðàçèòè ¨õ íà êîîðäè-

íàòíié ïëîùèíi xOy.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè äàíi ïðåäèêàòè äâîìiñíi i îäíîðiäíi, ç

ñïiëüíîþ áàçèñíîþ ìíîæèíîþ R, òî îòðèìà¹ìî òàêi ðåçóëüòàòè:
à) DA = {(x; y)|(x2 − 9)2 + (y2 − 4)2 6= 0} = R × R \

\ {(3; 2), (−3; 2), (−3; 2), (3;−2)} � öå âñÿ êîîðäèíàòíà ïëîùèíà áåç
÷îòèðüîõ òî÷îê ç âêàçàíèìè êîîðäèíàòàìè (äèâ. ìàëþíîê 1.10);

IA = {(x; y) | x2 + y2 − 1

(x2 − 9)2 + (y2 − 4)2
= 0} = {(x; y) | x2 + y2 = 1}

� öå ç ãåîìåòðè÷íî¨ òî÷êè çîðó êîëî ðàäióñà r = 1, öåíòð ÿêîãî
ñïiâïàäà¹ ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò (äèâ. ìàëþíîê 1.10).

á) DB = {(x; y)|
√
x− 2

x− y
iñíó¹} = {(x; y)|x − 2 > 0 ∧ x − y 6=

6= 0} ⊂ R × R � öå ïðàâà ïiâïëîùèíà, óòâîðåíà ïðÿìîþ x = 2,
áåç ïðîìåíÿ, ÿêèé ìiñòèòüñÿ íà ïðÿìié y = x (äèâ. ìàëþíîê 1.11);

IB = {(x; y)|
√
x− 2

x− y
> 0} = {(x; y)|x − 2 > 0 ∧ y < x} ⊂ DB � öå

òà íèæíÿ ÷àñòèíà ïðàâî¨ ïiâïëîùèíè, óòâîðåíî¨ ïðÿìîþ x = 2, áåç
ïðîìåíiâ, ùî ìiñòÿòüñÿ íà ïðÿìèõ x = 2, y = x, ÿêà ìiñòèòüñÿ ìiæ
ïðÿìèìè y = x, x = 2 (äèâ. ìàëþíîê 1.11).

3. Ïðè ðîçãëÿäi ïðåäèêàòiâ âiäíîñíî íàáóòòÿ íèìè iñòèííîñíèõ
çíà÷åíü T àáî F ìíîæèíó âñiõ ïðåäèêàòiâ ìîæíà ðîçáèòè íà òàêi
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Ìàë. 1.10.

òðè êëàñè.

1. Òîòîæíî iñòèííi ïðåäèêàòè � öå òàêi ïðåäèêàòè
A(x1, x2, ..., xn), ëîãi÷íi çíà÷åííÿ ÿêèõ ¹ T ïðè áóäü-ÿêié çàìiíi n-
êè ïðåäìåòíèõ çìiííèõ íà n-êó åëåìåíòiâ (α1, α2, ..., αn) ç îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ DA, òîáòî p(A(α1, α2, ..., αn)) = T .

2. Òîòîæíî õèáíi ïðåäèêàòè � öå òàêi ïðåäèêàòè
A(x1, x2, ..., xn), ëîãi÷íi çíà÷åííÿ ÿêèõ ¹ F ïðè áóäü-ÿêié çàìiíi n-
êè ïðåäìåòíèõ çìiííèõ íà n-êó (α1, α2, ..., αn) ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ
DA, òîáòî p(A(α1, α2, ..., αn)) = F .

3. Íåéòðàëüíi ïðåäèêàòè � öå òàêi ïðåäèêàòè
A(x1, x2, ..., xn), ëîãi÷íèìè çíà÷åííÿìè ÿêèõ ìîæóòü áóòè ÿê
T , òàê i F ïðè âiäïîâiäíèõ çàìiíàõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ.

Êðiì âêàçàíèõ âèùå òðüîõ âèäiâ ïðåäèêàòiâ, ÷àñòî âèäiëÿ-
þòü òàê çâàíi âèêîíóâàíi ïðåäèêàòè � öå òàêi ïðåäèêà-
òè A(x1, x2, ..., xn), äëÿ ÿêèõ çíàéäåòüñÿ õî÷à á îäíà òàêà n-
êà (α1, α2, ..., αn) åëåìåíòiâ ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ DA, ùî ïðåäè-
êàò A(x1, x2, ..., xn) ïåðåòâîðèòüñÿ â iñòèííå âèñëîâëåííÿ, òîáòî
p(A(α1, α2, ..., αn)) = T .

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà âñiõ âèêîíóâàíèõ ïðåäèêàòiâ ñêëàäà¹-
òüñÿ ç òîòîæíî iñòèííèõ òà íåéòðàëüíèõ ïðåäèêàòiâ, òîáòî äîâiëü-
íèé òîòîæíî iñòèííèé àáî íåéòðàëüíèé ïðåäèêàò ¹ âèêîíóâàíèì
ïðåäèêàòîì.
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Ìàë. 1.11.

4. Õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi ââåäåíèõ âèùå òèïiâ ïðåäèêàòiâ
íà ìîâi ¨õ îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ òà iñòèííîñòi òà íà ìîâi ëîãi÷íî¨
åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà âèðàçèòè òàêèì ÷èíîì.

1. Ïðåäèêàò A(x1, x2, ..., xn) � òîòîæíî iñòèííèé ⇔ IA = DA;
2. Ïðåäèêàò A(x1, x2, ..., xn) � òîòîæíî õèáíèé ⇔ IA = ∅;
3. Ïðåäèêàò A(x1, x2, ..., xn) � íåéòðàëüíèé⇔ IA 6= ∅ i IA 6= DA;
4. Ïðåäèêàò A(x1, x2, ..., xn) � âèêîíóâàíèé ⇔ IA 6= ∅.

5. Ðîçãëÿíåìî iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè òèïiâ ïðåäèêàòiâ.
1. sin2 x + cos2 x = 2, äå x ∈ R, � îäíîìiñíèé òîòîæíî õèáíèé

ïðåäèêàò; I = ∅.
2. sin2 x + cos2 x = 1, äå x ∈ R, � îäíîìiñíèé òîòîæíî iñòèííèé

ïðåäèêàò; öå âèêîíóâàíèé ïðåäèêàò; I = R.
3. 2n+ 3k = 1, äå n, k ∈ Z, � äâîìiñíèé íåéòðàëüíèé ïðåäèêàò;

íàïðèêëàä, (−1; 1) ∈ I, (1; 1) /∈ I.
4. x4 + y4 + 4 6 0, äå x, y ∈ R � äâîìiñíèé òîòîæíî õèáíèé

ïðåäèêàò; I = ∅.
5. x2 + 5x + 6 = 0, äå x ∈ N � îäíîìiñíèé òîòîæíî õèáíèé

ïðåäèêàò; I = ∅.
6. x2 +5x+6 = 0, äå x ∈ Z � îäíîìiñíèé íåéòðàëüíèé ïðåäèêàò;

öå âèêîíóâàíèé ïðåäèêàò; I = {−2;−3}.

123



Åëåìåíòè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ

6. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìiæ ðiâíîñèëüíiñòþ ïðåäèêàòiâ òà
¨õ îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ òà iñòèííîñòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ òi-
ñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi òàêî¨ ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi:
(A1(x1, x2, ..., xn) ≡ A2(x1, x2, ..., xn)) ⇔ (DA1

= DA2
i IA1

= IA2
),

äå A1(x1, x2, ..., xn), A2(x1, x2, ..., xn) � n-ìiñíi ïðåäèêàòè ç áàçèñíè-
ìè ìíîæèíàìè X1, X2, ..., Xn.

Çâ'ÿçîê ìiæ ëîãi÷íèì ñëiäóâàííÿì âêàçàíèõ âèùå ïðåäèêà-
òiâ òà ¨õ îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ òà iñòèííîñòi ìà¹ òàêèé âèãëÿä:
(A1(x1, x2, ..., xn) ⇒ A2(x1, x2, ..., xn)) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
(DA1

⊂ DA2
∧ IA1

⊂ IA2
).

7. Ïðè ââåäåííi ïîíÿòòÿ ïðåäèêàòà áóëî âiäìi÷åíî, ùî ïðåäèêà-
òè âèðàæàþòü ïåâíi âëàñòèâîñòi îá'¹êòiâ, ÿêùî öi ïðåäèêàòè îäíî-
ìiñíi, àáî âèðàæàþòü çâ'ÿçêè, âiäíîøåííÿ ìiæ îá'¹êòàìè, ÿêùî ïðå-
äèêàòè áàãàòîìiñíi. Îñêiëüêè ðàíiøå ïîíÿòòÿ âiäíîøåííÿ íàìè áó-
ëî ââåäåíî ÿê ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî äîáóòêó ïåâíèõ áàçèñíèõ
ìíîæèí, òî îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ïðåäèêà�
òàìè òà âiäíîøåííÿìè.

Íåõàé A(x1, x2, ..., xn) � n-ìiñíèé ïðåäèêàò ç áàçèñíèìè ìíî-
æèíàìè X1, X2, ..., Xn, à ïiäìíîæèíè DA, IA ⊂ X = X1 × X2 ×
× ... × Xn � öå âiäïîâiäíî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i îáëàñòü iñòèííî-
ñòi öüîãî ïðåäèêàòà, ïðè÷îìó, ÿê ìè çíà¹ìî, ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ
IA ⊂ DA ⊂ X. Òîäi âñi ðiâíîñèëüíi ç A(x1, x2, ..., xn) ïðåäèêàòè
çàäàþòü îäíó i òó æ ñàìó îáëàñòü iñòèííîñòi IA, ÿêà ¹ n-àðíèì âiä-
íîøåííÿì ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí X1, X2, ..., Xn, i íàâïàêè, ÿêùî
ϕ ⊂ X = X1×X2× ...×Xn � äåÿêå n-àðíå âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåí-
òàìè ìíîæèí X1, X2, ..., Xn, òî âîíî ¹ ñïiëüíîþ îáëàñòþ iñòèííîñòi
öiëîãî êëàñó âñiõ ðiâíîñèëüíèõ ìiæ ñîáîþ n-ìiñíèõ ïðåäèêàòiâ ç
áàçèñíèìè ìíîæèíàìè X1, X2, ..., Xn.

Íàïðèêëàä, äëÿ äâîìiñíîãî ïðåäèêàòà m + n 6 1, çàäàíîãî
íà ìíîæèíax X1 = X2 = X = {0, 1, 2, 3, 4}, î÷åâèäíî ìà¹ìî òàêó
îáëàñòü iñòèííîñòi: Im+n61 = {(0; 0), (0; 1), (1; 0)}, ÿêà çàäà¹ áiíàðíå
âiäíîøåííÿ ϕ ⊂ X ×X ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè X; î÷åâèäíî, ùî
ÿêi á ìè íå áðàëè ðiâíîñèëüíi ïðåäèêàòè, äëÿ íèõ îáëàñòü iñòèííîñòi
íå çìiíèëàñÿ á; òàê â ëàíöþæêó m+n 6 1 ≡ m 6 1−n ≡ 3m+3n 6
6 3 ≡ ... ≡ 2m + 4 6 6 − 2n ðiâíîñèëüíèõ ïðåäèêàòiâ êîæåí ç öèõ
ïðåäèêàòiâ ìàòèìå îäíó i òó æ ñàìó îáëàñòü iñòèííîñòi Im+n61, ùî
âèçíà÷à¹ áiíàðíå âiäíîøåííÿ ϕ = {(0; 0), (0; 1), (1; 0)} ⊂ X ×X ìiæ
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åëåìåíòàìè ìíîæèíè X, ÿêå ñïiâïàäà¹ ç îáëàñòþ iñòèííîñòi Im+n61

çàäàíîãî ïðåäèêàòà m+ n 6 1 íà ìíîæèíi X = {0, 1, 2, 3, 4}.

4.3 Íàéïðîñòiøi îïåðàöi¨ íàä ïðåäèêàòàìè òà

çâ'ÿçîê öèõ îïåðàöié ç îïåðàöiÿìè íàä âiäïî�

âiäíèìè îáëàñòÿìè iñòèííîñòi öèõ ïðåäèêàòiâ

1. Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åíü ïðåäèêàòà òà îñíîâíèõ îïåðàöié íàä âè-
ñëîâëåííÿìè, ìîæíà ââåñòè àíàëîãi÷íi îñíîâíi îïåðàöi¨ i íàä ïðå-
äèêàòàìè. Öi îïåðàöi¨ íàä ïðåäèêàòàìè íàçâåìî íàéïðîñòiøèìè
i íàçâåìî ¨õ òàêèìè æ ñàìèìè iìåíàìè, ÿêi áóëè âæèòi äëÿ âiäïî-
âiäíèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëåííÿìè.

Íåõàé A(x1, x2, ..., xn), B(x1, x2, ..., xn) � n-ìiñíi ïðåäèêàòè ç
ïðåäìåòíèìè çìiííèìè x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, ..., xn ∈ Xn áaçîâèõ ìíî-
æèíX1, X2, ..., Xn,∅ 6= D = DA = DB ⊂ X = X1×X2×...×Xn � íå-
ïîðîæíÿ ñïiëüíà îáëàñòü âèçíà÷åííÿ öèõ ïðåäèêàòiâ, à IA, IB ⊂ D
� âiäïîâiäíi öèì ïðåäèêàòàì îáëàñòi iñòèííîñòi.

Îçíà÷åííÿ 4.3.1. Êîí'þíêöi¹þ ïðåäèêàòiâ A(x1, x2, ..., xn)
i B(x1, x2, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ òàêèé n-ìiñíèé ïðåäèêàò
A(x1, x2, ..., xn) ∧ B(x1, x2, ..., xn) ç òèìè æ ñàìèìè ïðåäìå�
òíèìè çìiííèìè, òèìè æ ñàìèìè áàçèñíèìè ìíîæèíàìè i
òi¹þ æ ñàìîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, ùî i â ïðåäèêàòiâ A òà B,
ÿêèé ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iñòèííå âèñëîâëåííÿ ïðè òèõ i òiëüêè
òèõ çíà÷åííÿõ α1, α2, ..., αn âiäïîâiäíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ
x1, x2, ..., xn ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ D, ïðè ÿêèõ îáèäâà ïðåäèêàòè
A i B ïåðåòâîðþþòüñÿ îäíî÷àñío â iñòèííi âèñëîâëåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.3.2. Äèç'þíêöi¹þ ïðåäèêàòiâ A(x1, x2, ..., xn)
i B(x1, x2, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ òàêèé n-ìiñíèé ïðåäèêàò
A(x1, x2, ..., xn) ∨ B(x1, x2, ..., xn) ç òèìè æ ñàìèìè ïðåäìå�
òíèìè çìiííèìè, òèìè æ ñàìèìè áàçèñíèìè ìíîæèíàìè i
òi¹þ æ ñàìîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, ùî i â ïðåäèêàòiâ A òà B,
ÿêèé ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iñòèííå âèñëîâëåííÿ ïðè òèõ i òiëüêè
òèõ çíà÷åííÿõ α1, α2, ..., αn âiäïîâiäíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ
x1, x2, ..., xn ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ D, ïðè ÿêèõ õî÷à áè îäèí ç
ïðåäèêàòiâ A,B ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iñòèííå âèñëîâëåííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 4.3.3. Iìïëiêàöi¹þ ïðåäèêàòiâ A(x1, x2, ..., xn)
i B(x1, x2, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ òàêèé n-ìiñíèé ïðåäèêàò
A(x1, x2, ..., xn) → B(x1, x2, ..., xn) ç òèìè æ ñàìèìè ïðåäìå�
òíèìè çìiííèìè, òèìè æ ñàìèìè áàçèñíèìè ìíîæèíàìè i
òi¹þ æ ñàìîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, ùî i â ïðåäèêàòiâ A òà
B, ÿêèé ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â õèáíå âèñëîâëåííÿ ïðè òèõ i òiëüêè
òèõ çíà÷åííÿõ α1, α2, ..., αn âiäïîâiäíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ
x1, x2, ..., xn ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ D, ïðè ÿêèõ îäíî÷àñíî ïðå�
äèêàò A ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iñòèííå, à ïðåäèêàò B � â õèáíå
âèñëîâëåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.3.4. Åêâiâàëåíöi¹þ ïðåäèêàòiâ A(x1, x2, ..., xn)
i B(x1, x2, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ òàêèé n-ìiñíèé ïðåäèêàò
A(x1, x2, ..., xn) ↔ B(x1, x2, ..., xn) ç òèìè æ ñàìèìè ïðåäìå�
òíèìè çìiííèìè, òèìè æ ñàìèìè áàçèñíèìè ìíîæèíàìè i
òi¹þ æ ñàìîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, ùî i â ïðåäèêàòiâ A òà B,
ÿêèé ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iñòèííå âèñëîâëåííÿ ïðè òèõ i òiëüêè
òèõ çíà÷åííÿõ α1, α2, ..., αn âiäïîâiäíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ
x1, x2, ..., xn ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ D, ïðè ÿêèõ îáèäâà ïðåäèêàòè
A i B ïåðåòâîðþþòüñÿ îäíî÷àñíî â iñòèííi âèñëîâëåííÿ, àáî æ â
õèáíi âèñëîâëåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.3.5. Çàïåðå÷åííÿì ïðåäèêàòà A(x1, x2, ..., xn) íà�
çèâà¹òüñÿ òàêèé n-ìiñíèé ïðåäèêàò A(x1, x2, ..., xn) ç òèìè æ ñà�
ìèìè ïðåäìåòíèìè çìiííèìè, òèìè æ ñàìèìè áàçèñíèìè ìíî�
æèíàìè i òi¹þ æ ñàìîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, ùî i â ïðåäèêàòà
A, ÿêèé ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iñòèííå âèñëîâëåííÿ ïðè òèõ i òiëü�
êè òèõ çíà÷åííÿõ α1, α2, ..., αn âiäïîâiäíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ
x1, x2, ..., xn ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ D, ïðè ÿêèõ ïðåäèêàò A ïåðå�
òâîðþ¹òüñÿ â õèáíå âèñëîâëåííÿ, i íàâïàêè.

Íà ìîâi iñòèííîñòíèõ çíà÷åíü ââåäåíi âèùå îçíà÷åííÿ íàéïðî-
ñòiøèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié íàä ïðåäèêàòàìè ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó
âèãëÿäi: ÿêùî (α1, α2, ..., αn) ∈ D, òî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ðiâíîñòi:

p(A(α1, α2, ..., αn) ∧B(α1, α2, ..., αn)) =
= p(A(α1, α2, ..., αn)) ∧ p(B(α1, α2, ..., αn));

p(A(α1, α2, ..., αn) ∨B(α1, α2, ..., αn)) =
= p(A(α1, α2, ..., αn)) ∨ p(B(α1, α2, ..., αn));
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p(A(α1, α2, ..., αn)→ B(α1, α2, ..., αn)) =
= p(A(α1, α2, ..., αn))→ p(B(α1, α2, ..., αn));

p(A(α1, α2, ..., αn)↔ B(α1, α2, ..., αn)) =
= p(A(α1, α2, ..., αn))↔ p(B(α1, α2, ..., αn));

p(A(α1, α2, ..., αn)) = p(A(α1, α2, ..., αn)).

2. Ç íàâåäåíèõ âèùå îçíà÷åíü íàéïðîñòiøèõ ëîãi÷íèõ îïåðaöié
íàä ïðåäèêàòàìè òà âiäïîâiäíèõ öèì îçíà÷åííÿì íàâåäåíèõ ðiâíî-
ñòåé ç iñòèííîñòíèìè çíà÷åííÿìè ðåçóëüòàòiâ öèõ îïåðàöié îòðè-
ìó¹ìî òàêèé âèñíîâîê: âñi âëàñòèâîñòi, ÿêi ìàëè ìiñöå äëÿ
îñíîâíèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëåííÿìè, çáåðiãàþòüñÿ i äëÿ
ââåäåíèõ àíàëîãi÷íèõ íàéïðîñòiøèõ îïåðàöié íàä ïðåäèêà�
òàìè.

Íàïðèêëàä, ìàþòü ìiñöå çàêîíè äå Ìîðãàíà:

A(x1, x2, ..., xn) ∧B(x1, x2, ..., xn) ≡ A(x1, x2, ..., xn)∨B(x1, x2, ..., xn);

A(x1, x2, ..., xn) ∨B(x1, x2, ..., xn) ≡ A(x1, x2, ..., xn)∧B(x1, x2, ..., xn).

3. Ìiæ ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè êîí'þíêöi¨, äèç'þíêöi¨ òà çàïåðå-
÷åííÿ íàä ïðåäèêàòàìè òà òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè îïåðàöiÿìè âiä-
ïîâiäíî ïåðåòèíó, îá'¹äíàííÿ òà äîïîâíåííÿ íàä îáëàñòÿìè iñòèí-
íîñòi öèõ ïðåäèêàòiâ iñíó¹ òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê. Ìà¹ ìiñöå òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.3.1. Îáëàñòi iñòèííîñòi êîí'þíêöi¨, äèç'þíêöi¨ òà
çàïåðå÷åííÿ ïðåäèêàòiâ âiäïîâiäíî ðiâíi ïåðåòèíó, îá'¹äíàííþ òà
äîïîâíåííþ (äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ) îáëàñòåé iñòèííîñòi êîæíî�
ãî iç ïðåäèêàòiâ, òîáòî ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi IA∧B = IA ∩ IB;
IA∨B = IA ∪ IB; IA = IA = D \ IA, äå D � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
n-ìiñíèõ ïðåäèêàòiâ A(x1, x2, ..., xn), B(x1, x2, ..., xn).

Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç âiäïîâiäíèõ îçíà÷åíü îïå-
ðàöié íàä ïðåäèêàòàìè, âiäïîâiäíèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëåííÿìè òà
âiäïîâiäíèõ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié.

Äàíà òåîðåìà ùå ðàç ïiäêðåñëþ¹ òå, ùî ìiæ âiäïîâiäíèìè îïå-
ðàöiÿìè íàä âèñëîâëåííÿìè, íàä ïðåäèêàòàìè òà íàä ìíîæèíàìè
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iñíó¹ òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê, ÿêèé ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäïîâiäíi îïå-
ðàöi¨ âîëîäiþòü àíàëîãi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè.

4. Âèùå íàìè ââåäåíî íàéïðîñòiøi áiíàðíi îïåðàöi¨ � êîí'-
þíêöiÿ, äèç'þíêöiÿ, iìïëiêàöiÿ òà åêâiâàëåíöiÿ, � íàä òàêèìè ïðå-
äèêàòàìè, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ. ßêùî æ ïðåäèêà-
òè ìàþòü îäíàêîâó ìiñòíiñòü, âiäïîâiäíî îäíàêîâi ïðåäìåòíi çìiííi,
îäíàêîâi áàçèñíi ìíîæèíè, àëå ðiçíi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, òî äëÿ ìî-
æëèâîñòi ââåäåííÿ òàêèõ îïåðàöié â äàíîìó âèïàäêó çâîäÿòü ðîç-
ãëÿäóâàíi ïðåäèêàòè äî ñïiëüíî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, ÿêà ¹ ïåðåòè-
íîì îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ ðîçãëÿäóâàíèõ äâîõ ïðåäèêàòiâ áiíàðíî¨
îïåðàöi¨.

5. Ïðèêëàä. Çàäàíî äâà îäíîìiñíi ïðåäèêàòè A(x) =
”

√
x+ 5

x2 − 9
<

< 0“, B(x) =
”
log2 x 6 3“ ç áàçèñíîþ ìíîæèíîþ R äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ¨õ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ DA, DB òà îáëàñòi iñòèí-
íîñòi IA, IB òàêi:

DA = [−5;−3) ∪ (−3; 3) ∪ (3; +∞); IA = (−3; 3);
DB = (0; +∞); IB = (0; 8].
Äëÿ ðîçãëÿäó äèç'þíêöi¨, íàïðèêëàä, öèõ äâîõ ïðåäèêàòiâ

C(x) = A(x) ∨ B(x) =
”

√
x+ 5

x2 − 9
< 0 ∨ log2 x 6 3“ çíàõîäèìî âiä-

ïîâiäíó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ öi¹¨ äèç'þíêöi¨ DC = (0, 3) ∪ (3,+∞),
ÿêà î÷åâèäíî ¹ ïåðåòèíîì îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ DA i DB äàíèõ ïðå-
äèêàòiâ: DC = DA ∩DB . Òîäi îáëàñòü iñòèííîñòi IC öi¹¨ äèç'þíêöi¨
áóäå òàêà ìíîæèíà IC = (0; 3) ∪ (3; 8]. Àíàëiçóþ÷è îòðèìàíó âiä-
ïîâiäü, áà÷èìî, ùî íiÿê íå ìîæå âèêîíóâàòèñÿ, çäàâàëîñÿ á, ùî
âiðíà !!! âiäïîâiäü IC = IA ∪ IB = (−3, 3)∪ (0, 8] � çâåðíiòü íà öå
óâàãó.

6. Ùå ðàç ïiäêðåñëèìî, ùî íàìè áóëî âèùå ââåäåíî íàéïðî-
ñòiøi áiíàðíi îïåðàöi¨ êîí'þíêöiÿ, äèç'þíêöiÿ, iìïëiêàöiÿ òà åêâi-
âàëåíöiÿ íàä òàêèìè ïðåäèêàòàìè, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó ìiñòíiñòü,
îäíi i òi æ ïðåäìåòíi çìiííi, îäíi i òi æ áàçèñíi ìíîæèíè i îäíàêîâi
îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. À ÿêùî æ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ó íèõ ðiçíi, òî öi
ïðåäèêàòè, ÿê áóëî ñêàçàíî âèùå, ðîçãëÿäà¹ìî íà ñïiëüíié îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ, ÿêà ¹ ïåðåòèíîì îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ ðîçãëÿäóâàíèõ
ïðåäèêàòiâ äëÿ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨.
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Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, à ÿê æå ââîäèòè öi íàéïðîñòiøi îïåðàöi¨
äëÿ òàêèõ ïðåäèêàòiâ, ÿêi ìàþòü ðiçíó ìiñíiñòü, àáî äåÿêi ïðåäìåòíi
çìiííi â íèõ íå îäíi i òi æ ñàìi, àáî æ âiäïîâiäíi áàçèñíi ìíîæèíè
íå âñi îäíàêîâi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî i â òàêèõ âèïàäêàõ òåæ ìîæíà
ââîäèòè âêàçàíi âèùå íàéïðîñòiøi áiíàðíi îïåðàöi¨. Çäiéñíþ¹òüñÿ
öå òàêèì øëÿõîì.

Íåõàé ìà¹ìî äâà ïðåäèêàòè ðiçíî¨ ìiñíîñòi, ó ÿêèõ ïðåäìåòíi
çìiííi íå âñi âiäïîâiäíî îäíàêîâi, âiäïîâiäíî îäíàêîâi çìiííi ìî-
æóòü ìàòè ðiçíi áàçèñíi ìíîæèíè, i, â çâ'ÿçêó ç öèì, îáëàñòi iñíó-
âàííÿ ìîæóòü áóòè ðiçíèìè. Òîäi îáèäâà ïðåäèêàòè ïåðåòâîðþ¹ìî
ó òàêi, ùî ìàþòü îäíàêîâó ìiñíiñòü, îäíàêîâi âiäïîâiäíî ïðåäìå-
òíi çìiííi, îäíàêîâi âiäïîâiäíî áàçèñíi ìíîæèíè i, íàêiíåöü, ðiâíi
îáëàñòi iñíóâàííÿ, òîáòî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Â ðåçóëüòàòi ìiñíiñòü
îáîõ ïðåäèêàòiâ áóäå ðiâíîþ ñóìi âñiõ ðiçíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ,
ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ â îáîõ ïðåäèêàòàõ. Ïðè öüîìó äëÿ êîæíî¨ ñïiëü-
íî¨ ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨ â ðîëi áàçèñíî¨ ìíîæèíè áåðåòüñÿ ïåðåòèí
âiäïîâiäíèõ öié çìiííié áàçèñíèõ ìíîæèí äàíèõ ïðåäèêàòiâ. Òîäi
îòðèìà¹ìî ïðåäèêàòè îäíàêîâî¨ ìiñíîñòi, ç îäíàêîâèìè âiäïîâiäíî
ïðåäìåòíèìè çìiííèìè òà âiäïîâiäíî îäíàêîâèìè áàçèñíèìè ìíî-
æèíàìè. Çàóâàæèìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ çàäàíîãî ïðåäèêàòà â òà-
êèé, â ÿêîìó ïîâèííà áóòè íîâà ïðåäìåòíà çìiííà, íàïðèêëàä, xk,
ìîæíà çäiéñíèòè õî÷à áè çàìiíîþ öüîãî ïðåäèêàòà íà êîí'þíêöiþ
éîãî ç ðiâíiñòþ xk = xk, ÿêà ÿâíî âêàçóâàòèìå íà ïðèñóòíiñòü öi¹¨
çìiííî¨ â ðîçãëÿäóâàíîìó ïðåäèêàòi. Ïîÿñíèìî íàâåäåíi ìiðêóâàí-
íÿ íà òàêîìó iëþñòðàòèâíîìó ïðèêëàäi. Íåõàé ìà¹ìî ïðåäèêà-
òè A(x1, x2, x3), äå x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, x3 ∈ XA

3 i B(x1, y1, x3, x4), äå
x1 ∈ X1, y1 ∈ Y1, x3 ∈ XB

3 , x4 ∈ X4. Ïåðåòâîðèìî äàíi ïðåäèêàòè
ó òàêi: A1(x1, x2, x3, x4, y1) = A(x1, x2, x3) ∧ x4 = x4 ∧ y1 = y1, äå
x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, x3 ∈ X3 = XA

3 ∩XB
3 , x4 ∈ X4, y1 ∈ Y1;

B1(x1, x2, x3, x4, y1) = B(y1, x3, x4) ∧ x1 = x1 ∧ x2 = x2, äå x1 ∈ X1,
x2 ∈ X2, x3 ∈ X3 = XA

3 ∩XB
3 , x4 ∈ X4, y1 ∈ Y1; ïðè öüîìó íåõàéDA1 ,

DB1 � âiäïîâiäíi ¨ì îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. ßêùî D = DA1 ∩ DB1 6=
6= ∅, òî, ïðèéíÿâøè ìíîæèíó D çà îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îòðèìàíèõ
ïðåäèêàòiâ, ìîæíà ââåñòè äëÿ íèõ îäíó ç íàéïðîñòiøèõ áiíàðíèõ
îïåðàöié � êîí'þíêöiþ, äèç'þíêöiþ, iìïëiêàöiþ àáî æ åêâiâàëåí-
öiþ.

7. Çàäà÷à. Âêàçàòè ãðàôi÷íî îáëàñòü iñòèííîñòi, ÿêó çàäà¹ êîí'-

129



Åëåìåíòè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ

þíêöiÿ ïðåäèêàòiâ A(x, y) =
”
0 6 y 6

√
9− x2“ òà B(x, y) =

”
0 6

6 z 6 y2 + 2“, äå x, y, z ∈ R.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â äàíié çàäà÷i âñi òðè çìiííi x, y, z ðîçãëÿäàþòüñÿ

â îáîõ ïðåäèêàòàõ íà îäíié i òié æå áàçîâié ìíîæèíi R äiéñíèõ
÷èñåë: x, y, z ∈ R.

Ìàë. 1.12.

Ïîäàìî öi ïðåäèêàòè ó âèãëÿäi A1(x, y, z) =
”
0 6 y 6

√
9− x2 ∧

∧ z = z“, B1(x, y, z) =
”
0 6 z 6 y2 + 2 ∧ x = x“ i âêàæåìî ¨õ îáëañòi

âèçíà÷åííÿ: DA1
= {(x, y, z)||x| 6 3}; DB1

= R × R × R. Òîìó î÷å-
âèäíî, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ DA1∧B1

êîí'þíêöi¨ öèõ ïðåäèêàòiâ ¹
òàêîþ: DA1∧B1 = DA1 ∩DB1 = {(x, y, z)||x| 6 3}.

Îáëàñòü iñòèííîñòi IA1∧B1
öèõ ïðåäèêàòiâ ç ãåîìåòðè÷íî¨ òî÷êè

çîðó ìîæíà ñîái óÿâèòè, âèõîäÿ÷è ç ¨õ çàäàííÿ, ó âèãëÿäi ÷àñòè-
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ïðåäèêàòàõ; óíiâåðñàëüíèé òà åêçèñòåíöiîíàëüíèé êâàíòîðè

íè òðüîõâèìiðíîãî êîîðäèíàòíîãî ïðîñòîðó Oxyz, îáìåæåíî¨ äâî-
ìà êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè: z = 0,
y = 0, i äâîìà ïîâåðõíÿìè, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè: y =

√
9− x2,

z = y2 + 2. Àíàëiòè÷íî öÿ îáëàñòü iñòèííîñòi IA1∧B1
, ïî ñóòi, çàäà-

¹òüñÿ ñèñòåìîþ íåðiâíîñòåé{
0 6 y 6

√
9− x2;

0 6 z 6 y2 + 2,

äå x, y, z ∈ R. Âiäïîâiäíèé ìàëþíîê äëÿ ãðàôi÷íîãî çîáðàæåííÿ
öi¹¨ îáëàñòi iñòèííîñòi IA1∧B1

ìàòèìå âèãëÿä, ùî íàãàäó¹ ÷àñòèíó
êðóãîâîãî öèëiíäðè÷íîãî òiëà, äèâ (ìàë. 1.12).

4.4 Êîíêðåòèçàöiÿ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ òà ¨õ çâ'ÿ�

çóâàííÿ êâàíòîðàìè â ïðåäèêàòàõ; óíiâåð�

ñàëüíèé òà åêçèñòåíöiîíàëüíèé êâàíòîðè

1. Ðîçãëÿíóòi â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi íàéïðîñòiøi îïåðàöi¨ íàä
ïðåäèêàòàìè, ÿêi àíàëîãi÷íi äî âiäïîâiäíèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëå-
ííÿìè, ïåðåòâîðþþòü ïðåäèêàòè ó ïðåäèêàòè. Àëå ïðåäèêàòè, ÿê
ìè çíà¹ìî, â ïîðiâíÿííi ç âèñëîâëåííÿìè ìàþòü áiëüø òîíêó áóäî-
âó, îñêiëüêè ìîæóòü ìiñòèòè ïðåäìåòíi çìiííi. Òîìó äëÿ ïðåäèêàòiâ
ââîäÿòü íîâi îïåðàöi¨, ÿêi ïîâ'ÿçàíi iç çâ'ÿçóâàííÿì öèõ ïðåäìåòíèõ
çìiííèõ, iç çìåíøåííÿì ¨õ êiëüêîñòi. Çàâäÿêè öüîìó ëîãiêà ïðåäèêà-
òiâ â ïîðiâíÿííi ç àëãåáðîþ âèñëîâëåíü ñòà¹ íàáàãàòî çìiñòîâíiøîþ.
Âîíà äà¹ ìîæëèâiñòü íàáàãàòî ãëèáøå ïðîâîäèòè òi ÷è iíøi ñêëàäíi
ìiðêóâàííÿ òà îòðèìóâàòè íà ¨õ îñíîâi ïîòðiáíi óìîâèâîäè.

2. Îäíi¹þ ç íàéïðîñòiøèõ îïåðàöié íàä ïðåäèêàòîì, ÿêà äà¹
ìîæëèâiñòü çìåíøóâàòè êiëüêiñòü éîãî ïðåäìåòíèõ çìiííèõ, ¹ êîí�
êðåòèçàöiÿ ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨ ïðåäèêàòà.

Îçíà÷åííÿ 4.4.1. Êîíêðåòèçàöi¹þ ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨
n-ìiñíîãî ïðåäèêàòà A(x1, x2, ..., x3) íàçèâà¹òüñÿ òàêà îïåðàöiÿ
íàä íèì, ÿêà ïåðåòâîðþ¹ öåé ïðåäèêàò â (n − 1)-ìiñíèé ïðå�
äèêàò çà ðàõóíîê òîãî, ùî îäíà iç éîãî ïðåäìåòíèõ çìiííèõ
xk, äå 1 6 k 6 n, çàìiíþ¹òüñÿ êîíêðåòíèì çíà÷åííÿì αk iç
âiäïîâiäíî¨ îáëàñòi äîïóñòèìèõ çíà÷åíü âiäïîâiäíî¨ áàçèñíî¨
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ìíîæèíè Xk, òîáòî îòðèìó¹òüñÿ òàêèé (n − 1)-ìiñíèé ïðåäè�
êàò A(x1, ..., xk−1, αk, xk+1, ..., xk), ÿêèé ìà¹ (n − 1) ïðåäìåòíèõ
çìiííèõ.

Íàïðèêëàä: x − 2y 6 0, äå x, y ∈ R � äâîìiñíèé ïðåäèêàò ç
äâîìà äiéñíèìè çìiííèìè x, y; íåõàé y = 3, òîáòî êîíêðåòèçóâàëè
çìiííó y; òîäi ìà¹ìî x−2·3 6 0 � öå îäíîìiñíèé ïðåäèêàò ç äiéñíîþ
çìiííîþ x.

ßêùî êðîê çà êðîêîì çäiéñíèòè äëÿ ïðåäèêàòà ïîñòóïîâó êîí-
êðåòèçàöiþ âñiõ éîãî ïðåäìåòíèõ çìiííèõ, òî â êiíöi êiíöiâ îòðèìà-
¹ìî 0-ìiñíèé (íóëü-ìiñíèé) ïðåäèêàò, òîáòî âèñëîâëåííÿ.

3. Îñîáëèâî âàæëèâà ðîëü íàëåæèòü òàêèì îïåðàöiÿì íàä ïðå-
äèêàòàìè, ùî äàþòü ìîæëèâiñòü çâ'ÿçóâàòè ïðåäìåòíi çìiííi, çìåí-
øóâàòè ¨õ êiëüêiñòü, ÿêi íàçèâàþòüñÿ êâàíòèôiêàöiÿìè, àáî, ãî-
âîðÿòü, íàâiøóâàííÿìè êâàíòîðiâ íà ïðåäèêàò (çãàäàéòå âi-
äîìå ñëîâî êâàíò, ùî îçíà÷à¹ ÷àñòèíêó, ïîðöiþ). Ðîçðiçíÿþòü ïðè
öüîìó îïåðàöiþ íàâiøóâàííÿ íà ïðåäèêàò óíiâåðñàëüíîãî êâàí�
òîðà (ãîâîðÿòü ùå � êâàíòîðà âñåçàãàëüíîñòi) i îïåðàöiþ íàâi-
øóâàííÿ íà ïðåäèêàò eêçèñòåíöiîíàëüíoãî êâàíòîðà (ãîâîðÿòü ùå
� êâàíòîðà iñíóâàííÿ).

4. Íåõàé A(x) � îäíîìiñíèé ïðåäèêàò, äå x ∈ X � ïðåäìåòíà
çìiííà, à DA � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ öüîãî ïðåäèêàòà.

Îçíà÷åííÿ 4.4.2. Íàâiøóâàííÿì óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà íà
ïðåäèêàò A(x) íàçèâà¹òüñÿ òàêà îïåðàöiÿ, ÿêà ïåðåòâîðþ¹ öåé
ïðåäèêàò â óíiâåðñàëüíå âèñëîâëåííÿ

”
äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ DA ⊂ X

âèêîíó¹òüñÿ A(x)“, ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ ó âèãëÿäi (∀x ∈ DA ⊂
X)A(x) i ââàæà¹òüñÿ iñòèííèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öåé ïðå�
äèêàò òîòîæíî iñòèííèé.

Ñèìâîë (∀x) íàçèâà¹òüñÿ êâàíòîðîì âñåçàãàëüíîñòi ïî çìií�
íié x àáî óíiâåðñàëüíèì êâàíòîðîì; òå, ùî x ∈ DA ⊂ X, ÷àñòî
íå çàïèñóþòü, ÿêùî çðîçóìiëî ïðî ÿêó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ DA ⊂ X
âåäåòüñÿ ìîâà äëÿ äàíîãî ïðåäèêàòà.

Çíàê
”
∀“ âçÿòî âiä ïåðåâåðíóòî¨ ëiòåðè � ïåðøî¨ áóêâè ñëîâà

”
All“ ÷è

”
Alle“, ùî ïåðåêëàäà¹òüñÿ ÿê

”
Âñi“.

Íàïðèêëàä, äëÿ ïðåäèêàòà n > 5, äå n ∈ N, íàâiøóâàííÿ óíi-
âåðñàëüíîãî êâàíòîðà äà¹ âècëîâëåííÿ (∀n ∈ N)(n > 5) �

”
âñi
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íàòóðàëüíi ÷èñëà áiëüøi çà 5“, ÿêå î÷åâèäíî õèáíå.

5.

Îçíà÷åííÿ 4.4.3. Íàâiøóâàííÿì åêçèñòåíöiîíàëüíîãî êâàí�
òîðà íà ïðåäèêàò A(x) íàçèâà¹òüñÿ òàêà îïåðàöiÿ, ÿêà ïåðåòâî�
ðþ¹ öåé ïðåäèêàò â åêçèñòåíöiîíàëüíå âèñëîâëåííÿ

”
iñíó¹ òàêå

x ∈ DA ⊂ X, ùî âèêîíó¹òüñÿ A(x)“, ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ ó âèãëÿäi
(∃x ∈ DA ⊂ X)A(x) i ââàæà¹òüñÿ iñòèííèì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè öåé ïðåäèêàò âèêîíóâàíèé.

Ñèìâîë ∃ íàçèâà¹òüñÿ êâàíòîðîì iñíóâàííÿ ïî çìiííié x
àáî åêçèñòåíöiîíàëüíèì êâàíòîðîì. Çíàê ∃ âçÿòî âiä ïåðåâåð-
íóòî¨ ëiòåðè E � ïåðøî¨ áóêâè ñëîâà

”
Exist“ ÷è

”
Existieren“, ùî

ïåðåêëàäà¹òüñÿ ÿê
”
iñíóâàòè“.

Íàïðèêëàä, äëÿ ïðåäèêàòà n > 5, äå n ∈ N, íàâiøóâàííÿ êâàí-
òîðà iñíóâàííÿ äà¹ âèñëîâëåííÿ (∃n ∈ N)(n > 5) �

”
iñíó¹ òàêå

íàòóðàëüíå ÷èñëî n ∈ N, ÿêå áiëüøå çà 5“, ÿêå î÷åâèäíî iñòèííå.

6. ßêùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ DA ⊂ X ïðåäèêàòà A(x), äå x ∈ X,
ñêií÷åííà, òîáòî íåõàé DA = {α1, α2, ..., αm}, òî, â ñèëó îçíà÷åíü
êîí'þíêöi¨ òà äèç'þíêöi¨ âèñëîâëåíü, ëåãêî áà÷èòè, ùî óíiâåðñàëü-
íå âèñëîâëåííÿ (∀ ∈ DA)A(x) ðiâíîñèëüíå êîí'þíêöi¨ âèñëîâëåíü,
à åêçèñòåíöiîíàëüíå âèñëîâëåííÿ (∃x ∈ DA)A(x) ðiâíîñèëüíå äè-
ç'þíêöi¨ öèõ m âèñëîâëåíü, òîáòî:

(∀ ∈ DA)A(x) ≡ A(α1) ∧A(α2) ∧ ... ∧A(αm);

(∃ ∈ DA)A(x) ≡ A(α1) ∨A(α2) ∨ ... ∨A(αm).

Çãàäàéìî, ùî â ìàòåìàòèöi ìà¹ìî ñïðàâó ç àíàëîãi÷íîþ ñèòóàöi¹þ,
êîëè ðîçãëÿäàþòü, íàïðèêëàä, ñóìó α1 +α2 + ...+αm m äîäàíêiâ,

ÿêó çàïèñóþòü âèðàçîì
m∑
i=1

αi, òîáòî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
m∑
i=1

αi = α1+

+ α2 + ...+ αm.
Òàêèì ÷èíîì, ïðî îïåðàöi¨ íàâiøóâàííÿ íà îäíîìiñíèé ïðåäèêàò

îäíîãî iç êâàíòîðiâ ìîæíà çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê: ÿêùî îäíîìi-
ñíèé ïðåäèêàò âèçíà÷åíèé íà ñêií÷åííié ìíîæèíi, òî íàâiøóâàí-
íÿ êâàíòîðà çàãàëüíîñòi íà ïðåäèêàò ¹ ïîøèðåííÿì îïåðàöi¨ êîí'-
þíêöi¨ íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü âèñëîâëåíü, à íàâiøóâàííÿ êâàíòîðà
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iñíóâàííÿ ¹ ïîøèðåííÿì îïåðàöi¨ äèç'þíêöi¨ íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü
âèñëîâëåíü. Òîìó, ìàáóòü, íå âèïàäêîâî â äåÿêèõ ïîñiáíèêàõ ç ëî-
ãiêè óíiâåðñàëüíèé êâàíòîð (∀x) ïîçíà÷àþòü ÿê âåëèêó êîí'þíêöiþ∧
x, à åêçèñòåíöiîíàëüíèé êâàíòîð � ÿê âåëèêó äèç'þíêöiþ

∨
x.

Ðàçîì ç òèì âiäìiòèìî, ùî êîëè ïðåäèêàò âèçíà÷åíèé íà íåñêií-
÷åííié ìíîæèíi, òî îïåðàöi¨ íàâiøóâàííÿ óíiâåðñàëüíîãî ÷è åêçè-
ñòåíöiîíàëüíîãî êâàíòîðiâ íà ïðåäèêàò ¹ ñóòò¹âî íîâèìè îïåðàöiÿ-
ìè â ïîðiâíÿííi ç êîí'þíêöi¹þ ÷è äèç'þíêöi¹þ âèñëîâëåíü (äî ðå÷i,
àíàëîãi÷íà ñèòóàöiÿ çóñòði÷à¹òüñÿ i â ìàòåìàòèöi, êîëè ðîçãëÿäà¹-
òüñÿ ñóìà, íàïðèêëàä, 1 + 1/3 + 1/9 + 1/27 + ... = 1.5).

Çàóâàæèìî, ùî iíîäi îïåðàöi¨ íàâiøóâàííÿ óíiâåðñàëüíîãî i åê-
çèñòåíöiîíàëüíîãî êâàíòîðiâ íà ïðåäèêàò íàçèâàþòü âçà¹ìíî äâî-
¨ñòèìè ïî àíàëîãi¨ ç îïåðàöiÿìè êîí'þíêöi¨ i äèç'þíêöi¨.

7. Áà÷èìî, ùî îïåðàöiÿ íàâiøóâàííÿ îäíîãî iç êâàíòîðiâ íà
îäíîìiñíèé ïðåäèêàò A(x), äå x ∈ DA ⊂ X, ïåðåòâîðþ¹ éîãî â íóëü-
ìiñíèé ïðåäèêàò, òîáòî ó âèñëîâëåííÿ. Â ðåçóëüòàòi â îòðèìàíèõ
âèñëîâëåííÿõ âèäó (∀x ∈ DA)A(x), (∃x ∈ DA)A(x) áóêâà x óæå íå
¹ ïðåäìåòíîþ çìiííîþ, îñêiëüêè çàìiñòü x â öi âèðàçè äëÿ âèñëîâ-
ëåíü çäiéñíþâàòè ïiäñòàíîâêó òèõ ÷è iíøèõ êîíêðåòíèõ çíà÷åíü ç
îáëàñòi iñíóâàííÿDA ⊂ X ïðåäèêàòà A(x) íå ìà¹ ñåíñó, áî îòðèìàíi
âèñëîâëåííÿ óæå íå çàëåæàòü âiä ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨ x. Ãîâîðÿòü,
ùî â îòðèìàíèõ ôîðìóëàõ (∀x ∈ DA)A(x), (∃x ∈ DA)A(x) êâàíòîðè
çâ'ÿçàëè çìiííó x. Ïðî çìiííó x ∈ DA òîäi ãîâîðÿòü òàêîæ, ùî öå
çâ'ÿçàíà êâàíòîðîì çìiííà. Âîíà, ãîâîðÿòü, ïåðåñòà¹ áóòè âiëü-
íîþ i çàìiíþâàòè ¨¨ íà êîíêðåòíå çíà÷åííÿ íå ìà¹ìî ïðàâà. Õî÷ x i
ïðècóòíÿ â öèõ âèñëîâëåííÿõ, àëå âîíà ëèøå âêàçó¹ íà ïðåäèêàò, ç
ÿêîãî óòâîðþ¹òüñÿ âèñëîâëåííÿ. Çãàäàéìî, ùî i â øêiëüíié ìàòåìà-

òèöi çóñòði÷àëèñÿ çâ'ÿçàíi çìiííi. Íàïðèêëàä, ó âèðàçàõ
7∑

n=1

(2n−1),∫ 7

2

(x2 − x + 3)dx âæèòi áóêâè n, x íå ¹ âiëüíèìè; âîíè, ãîâîðÿòü,

çâ'ÿçàíi i çàìiñòü íèõ ïiäñòàâëÿòè êîíêðåòíi çíà÷åííÿ n0 ∈ N ÷è
x0 ∈ [2; 7] íå ìà¹ çìiñòó.

8. Ïåðåéäåìî òåïåð äî êâàíòèôiêàöi¨, òîáòî íàâiøóâàííÿ
êâàíòîðiâ, áàãàòîìiñíèõ ïðeäèêàòiâ, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü çíà-
÷íî çáàãàòèòè çàñòîñóâàííÿ òàêèõ îïåðàöié.
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Íåõàé A(x1, x2, ..., xn) � n-ìiñíèé ïðåäèêàò ç ïðåäìåòíèìè çìií-
íèìè x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, ..., xn ∈ Xn, áàçèñíèìè ìíîæèíàìè
X1, X2, ..., Xn i îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ DA ⊂ X = X1 ×X2 × ...×Xn.

Îçíà÷åííÿ 4.4.4. Íàâiøóâàííÿì óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà íà
ïðåäèêàò A(x1, x2, ..., xn) ïî çìiííié xk, äå 1 6 k 6 n, íàçèâà¹�
òüñÿ òàêèé (n − 1)-ìiñíèé ïðåäèêàò

”
äëÿ áóäü-ÿêîãî xk âèêîíó�

¹òüñÿ A(x1, x2, ..., xn)“, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ (∀xk)A(x1, x2, ..., xn) i
ââàæà¹òüñÿ iñòèííèì äëÿ òèõ i òiëüêè òèõ çíà÷åíü α1 ∈ X1,
α2 ∈ X2, ..., αk−1 ∈ Xk−1, αk+1 ∈ Xk+1, ..., αn ∈ Xn, ïðè ÿêèõ âè�
ñëîâëåííÿ (∀xk)A(α1, α2, ..., αk−1, xk, αk+1, ..., αn) iñòèííå.

Îçíà÷åííÿ 4.4.5. Íàâiøóâàííÿì åêçèñòåíöiîíàëüíîãî êâàí�
òîðà íà ïðåäèêàò A(x1, x2, ..., xn) ïî çìiííié xk, äå 1 ≤ k ≤ n, íà�
çèâà¹òüñÿ òàêèé (n−1)-ìiñíèé ïðåäèêàò

”
iñíó¹ òàêå xk, ùî âèêî�

íó¹òüñÿ A(x1, x2, ..., xn)“, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ (∃xk)A(x1, x2, ..., xn)
i ââàæà¹òüñÿ iñòèííèì äëÿ òèõ i òiëüêè òèõ çíà÷åíü α1 ∈
X1, α2 ∈ X2, ..., αk−1 ∈ Xk−1, αk+1 ∈ Xk+1, ..., αn ∈ Xn, ïðè ÿêèõ
âèñëîâëåííÿ (∃xk)A(α1, α2, ..., αk−1, xk, αk+1, ..., αn) iñòèííå.

9. Îòðèìàíi ç n-ìiñíîãî ïðåäèêàòà A(x1, x2, ..., xn) (n− 1)-ìiñíi
ïðåäèêàòè ìiñòÿòü (n− 1) âiëüíèõ çìiííèõ x1, x2, ..., xk−1, xk+1, xn i
îäíó çâ'ÿçàíó çìiííó xk � â ïåðøîìó ç íèõ óíiâåðñàëüíèì êâàíòî-
ðîì, à â äðóãîìó � åêçèñòåíöiîíàëüíèì êâàíòîðîì.

Äî îòðèìàíèõ (n − 1)-ìiñíèõ ïðåäèêàòiâ çíîâó ìîæíà çàñòîñó-
âàòè íàâiøóâàííÿ îäíîãî iç êâàíòîðiâ ïî îäíié iç âiëüíèõ çìiííèõ.
Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî (n− 2)-ìiñíi ïðåäèêàòè, äî ÿêèõ çíîâó ìî-
æíà çàñòîñóâàòè íàâiøóâàííÿ îäíîãî iç êâàíòîðiâ ïî îäíié iç âiëü-
íèõ çìiííèõ i ò.ä.. Òàêi îïåðàöi¨ êâàíòèôiêóâàííÿ ïðåäèêàòiâ ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî òèõ ïið, ïîêè íå âè÷åðïàþòüñÿ âñi âiëüíi çìiííi. Â
ðåçóëüòàòi n-êðàòíîãî çàñòîñóâàííÿ êâàíòîðiâ äî n-ìiñíîãî ïðåäè-
êàòà îòðèìà¹òüñÿ 0-ìiñíèé ïðåäèêàò, òîáòî âèñëîâëåííÿ.

Çàóâàæåííÿ. Ïðè íàâiøóâàííi êâàíòîðiâ íà ïðåäèêàò ïî òié
÷è iíøié çìiííié xk, äe xk ∈ Xk, çàâæäè ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî âèáið
çíà÷åííÿ xk ç îáëàñòi çìiíè (âèçíà÷åííÿ) òàêî¨ çìiííî¨ íå ïîðóøó¹
âñi¹¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ çàäàíîãî ïðåäèêàòà, òîáòî ïðè êîíêðåòíié
çàìiíi âiëüíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè çàâ-
æäè îòðèìó¹òüñÿ ïåâíå êoíêðåòíå âèñëîâëåííÿ.
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10. Ïðèêëàä. Çà äîïîìîãîþ íàâiøóâàííÿ êâàíòîðiâ ïåðåòâîðè-
òè ïðåäèêàò m 6 n, äå m,n ∈ N � íàòóðàëüíi çìiííi, ó âèñëîâëåííÿ
òà âñòàíîâèòè ¨õ iñòèííiñòü.

Pîçâ'ÿçàííÿ. Â ðåçóëüòàòi íàâiøóâàííÿ êâàíòîðiâ íà çàäàíèé
ïðåäèêàò îòðèìà¹ìî òàêi âècëîâëåííÿ, ÿêi çàïèøåìî ÿê â ñèìâîëü-
íié, òàê i â ñëîâåñíié ôîðìàõ:

1) (∀m)(∀n)(m 6 n) =
”
Äëÿ äîâiëüíîãîm ∈ N i äîâiëüíîãî n ∈ N

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m 6 n“;
2) (∀n)(∀m)(m 6 n) =

”
Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî

m ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m 6 n“;
3) (∃m)(∃n)(m 6 n) =

”
Iñíó¹ íàòóðàëüíå m ∈ N òà iñíó¹ íàòó-

ðàëüíå n ∈ N òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m 6 n“;
4) (∃n)(∃m)(m 6 n) =

”
Iñíó¹ íàòóðàëüíå n ∈ N òà iñíó¹ íàòó-

ðàëüíå m ∈ N òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m 6 n“;
5) (∀m)(∃n)(m 6 n) =

”
Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî m ∈ N

iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå n ∈ N, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m 6 n“;
6) (∃n)(∀m)(m 6 n) =

”
Iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå n ∈ N, ùî äëÿ

âñiõ íàòóðàëüíèõ m ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m 6 n“;
7) (∀n)(∃m)(m 6 n) =

”
Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N

iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå m ∈ N, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m 6 n“;
8) (∃m)(∀n)(m 6 n) =

”
Iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå m ∈ N, ùî äëÿ

âñiõ íàòóðàëüíèõ n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m 6 n “.
Çíàþ÷è çàãàëüíîâiäîìi ç øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè ôàêòè ïðî íàòó-

ðàëüíi ÷èñëà òà âiäíîøåííÿ 6 (íå ïåðåâèùóâàòè) ìiæ íèìè i àíà-
ëiçóþ÷è îòðèìàíi âiñiì ðiçíèõ âèñëîâëåíü, ðîáèìî òàêi âèñíîâêè:

a) ïðè íàâiøóâàííi îäíîiìåííèõ êâàíòîðiâ íà ïðåäèêàò
îòðèìó¹ìî òàêi âèñëîâëåííÿ, ùî ïîðÿäîê ¨õ íàâiøóâàííÿ
íå çìiíþ¹ çìiñòó îòðèìóâàíèõ âèñëîâëåíü i, îòæå, íå çìi�
íþ¹ iñòèííîñíîãî çíà÷åííÿ âèñëîâëåííÿ; òîìó î÷åâèäíî, ùî
ïåðøi äâà âèñëîâëåííÿ 1), 2) õèáíi, à íàñòóïíi äâà � 3), 4) � iñòèííi;

á) ïðè íàâiøóâàííi íà ïðåäèêàò ðiçíîiìåííèõ êâàíòîðiâ
îòðèìó¹ìî òàêi âèñëîâëåííÿ, ùî ïîðÿäîê ¨õ íàâiøóâàííÿ,
ÿê ïðàâèëî, çìiíþ¹ çìiñò îòðèìóâàíèõ âèñëîâëåíü, ùî ìî�
æå ïðèçâåñòè i äî çìiíè ¨õ iñòèííîñíèõ çíà÷åíü.

Òàê, âèñëîâëåííÿ 5), ìîæíà ïåðåôðàçóâàòè ó ôîðìi:
”
Äëÿ äî-

âiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ∈ N çíàéäåòüñÿ íå ìåíøå çà íüîãî
íàòóðàëüíå ÷èñëî n ∈ N“, ÿêå, î÷åâèäíî, iñòèííå, à âèñëîâëåííÿ
6), â ÿêîìó çìiíåíî ïîðÿäîê íàâiøóâàííÿ êâàíòîðiâ â ïîðiâíÿííi ç
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ïðåäèêàòàõ; óíiâåðñàëüíèé òà åêçèñòåíöiîíàëüíèé êâàíòîðè

5), ìîæíà ñôîðìóëþâàòè â òàêié, áiëüø äîñòóïíié äëÿ ðîçóìiííÿ,
ôîðìi:

”
Iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n ∈ N, ùî âñi íaòóðàëüíi ÷è-

ñëà m ∈ N íå ïåðåâèùóþòü öå ÷èñëî“, òîáòî, áiëüø êîðîòêî i ùå
äîñòóïíiøå äëÿ ðîçóìiííÿ,

”
Iñíó¹ (ïî ñóòi) íàéáiëüøå íàòóðàëüíå

÷èñëî“, ÿêå, î÷åâèäíî, ¹ õèáíèì âèñëîâëåííÿì. Àíàëîãi÷íà ñèòóà-
öiÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ i äëÿ âèñëîâëåíü 7) i 8), à ñàìå: âèñëîâëåííÿ
7) ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi:

”
Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N

çíàéäåòüñÿ íå áiëüøå çà íüîãî íàòóðàëüíå ÷èñëî m ∈ N“, ÿêå, î÷å-
âèäíî, iñòèííå, à âèñëîâëåííÿ 8), â ÿêîìó çìiíåíî ïîðÿäîê íàâi-
øóâàííÿ êâàíòîðiâ â ïîðiâíÿííi ç 7), ñôîðìóëþ¹ìî â òàêié ôîðìi:

”
Iñíó¹ (ïî ñóòi) íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî“, ÿêå, î÷åâèäíî, òåæ
iñòèííå.

11. Áiëüø ãëèáîêèé àíàëiç äîñëiäæåíü ïðè íàâiøóâàííi êâàí-
òîðiâ íà äîâiëüíèé ïðåäèêàò äîçâîëÿ¹ çðîáèòè òàêi äâà âàæëèâèõ
âèñíîâêè:

à) ïðè íàâiøóâàííi îäíîiìåííèõ êâàíòîðiâ íà ïðåäèêàò
çìiíà ïîðÿäêó ¨õ íàâiøóâàííÿ íå ïîðóøó¹ ðiâíîñèëüíîñòi
îòðèìóâàíèõ ðåçóëüòàòiâ, òîáòî ìàþòü ìiñöå ðiâíîñèëüíî�
ñòi âèäó:

(∀xk)(∀xl)A(x1, x2, ..., xn) ≡ (∀xl)(∀xk)A(x1, x2, ..., xn);

(∃xk)(∃xl)A(x1, x2, ..., xn) ≡ (∃xl)(∃xk)A(x1, x2, ..., xn),

äå 1 6 k, l 6 n; A(x1, x2, ..., xn) � n-ìiñíèé ïðåäèêàò. Çàóâà-
æèìî, ùî ó çâ'ÿçêó ç òàêèìè ðiâíîñèëüíîñòÿìè îäíîiìåííi êâàí-
òîðè ç ðiçíèìè çìiííèìè çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi îäíîãî êâàíòîðà ç
êiëüêîìà çìiííèìè, òîáòî çàìiñòü çàïèñó (∀xk)(∀xl) ÷è (∃xk)(∃xl)
âæèâàþòü âiäïîâiäíî çàïèñè (∀xk, xl), (∃xk, xl), â ÿêèõ ïîðÿäîê ðîç-
òàøóâàííÿ çìiííèõ íå âïëèâà¹ íà îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò;

á) ïðè íàâiøóâàííi ðiçíîiìåííèõ êâàíòîðiâ
A(x1, x2, ..., xn) íà ïðåäèêàò ìà¹ ìiñöå ëîãi÷íå ñëiäó�
âàííÿ ïðåäèêàòà (∀xk)(∃xl)A(x1, x2, ..., xn)ç ïðåäèêàòà
(∃xl)(∀xk)A(x1, x2, ..., xn), òîáòî (∃xl)(∀xk)A(x1, x2, ..., xn) ⇒
⇒ (∀xk)(∃xl)A(x1, x2, ..., xn).

ßñêðàâèì ïiäòâåðäæåííÿì òàêîãî ëîãi÷íîãî ñëiäóâàííÿ ¹ ÿêðàç
ðîçãëÿä ïðèêëàäó ïðî íàâiøóâàííÿ ðiçíîiìåííèõ êâàíòîðiâ íà äâî-
ìiñíèé ïðåäèêàò m 6 n, äå m,n ∈ N � íàòóðàëüíi ÷èñëà. Äî ðå÷i,
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íàâiòü ðîçãëÿä öüîãî íåñêëàäíîãî ïðèêëàäó âêàçó¹ íà òi áàãàòi ìî-
æëèâîñòi, ùî ìàþòü ìiñöå ïðè çàñòîñóâàííi íàâiøóâàííÿ êâàíòîðiâ
íà ïðåäèêàòè.

4.5 Ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ; ïîðÿäîê âèêîíà�

ííÿ äié; âèäè ôîðìóë, ¨õ ðiâíîñèëüíiñòü òà

ñïðîùåííÿ

1. Ïîíÿòòÿ ôîðìóëè â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ ââîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî
òîìó, ÿê öå ðîáèëîñÿ â àëãåáði âèñëîâëåíü. Àëå îñêiëüêè àëãåáðà âè-
ñëîâëåíü ¹ åëåìåíòàðíîþ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ,
òî çðîçóìiëî, ùî êîæíà ôîðìóëà àëãåáðè âèñëîâëåíü ¹ îäíî÷àñíî
i ôîðìóëîþ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ. Ðàçîì ç òèì, â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ
ïîíÿòòÿ ôîðìóëè áåçñóìíiâíî ìà¹ áóòè çíà÷íî øèðøèì, îñêiëüêè
àëãåáðó âèñëîâëåíü ìîæíà ââàæàòè ëèøå ëîãiêîþ 0-ìiñíèõ ïðåäè-
êàòiâ, â òîé ÷àñ ÿê â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðåäèêàòè
äîâiëüíî¨ ìiñíîñòi i íàä öèìè ïðåäèêàòàìè ââîäèòüñÿ áiëüø øè-
ðîêå êîëî îïåðàöié â ïîðiâíÿííi ç òèì, ùî ìàëî ìiñöå â àëãåáði
âèñëîâëåíü.

2. ßê i â àëãåáði âèñëîâëåíü áóëî ââåäåíî ïîíÿòòÿ çìiííîãî âè-
ñëîâëåííÿ, òàê i â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ çìiííîãî
ïðåäèêàòà (iíøà íàçâà � ïðåäèêàòíèé ñèìâîë).

Çàïèñ âèäó Ψ(t1, t2, ..., tn), äå n ∈ N � íàòóðàëüíå ÷èñëî, íà-
çèâà¹òüñÿ n-ìiñíèì çìiííèì ïðåäèêàòîì, ÿêùî çàìiñòü öüî-
ãî âèðàçó ïðè éîãî âèêîðèñòàííi ìîæíà çàâæäè ïiäñòàâèòè äî-
âiëüíèé n-ìiñíèé êîíêðåòíèé (iíîäi, ãîâîðÿòü, ñòàëèé) ïðåäèêàò
A(x1, x2, ..., xn) ç ïðåäìåòíèìè çìiííèìè i âiäïîâiäíèìè áàçèñíè-
ìè ìíîæèíàìè X1, X2, ..., Xn äëÿ öèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ x1 ∈
∈ X1, x2 ∈ X2, ..., xn ∈ Xn.

×àñòèííèì âèïàäêîì n-ìiñíîãî çìiííîãî ïðåäèêàòà áóäåìî ââà-
æàòè íóëü-ìiñíèé (0-ìiñíèé) çìiííèé ïðåäèêàò, ÿêèé çàïèñó¹òüñÿ
ó âèäi, íàïðèêëàä, Ψ i çàìiñòü íüîãî ìîæíà ïiäñòàâèòè äîâiëüíèé
0-ìiñíèé êîíêðåòíèé ïðåäèêàò; iíøèìè ñëîâàìè, ïiä çàïèñîì Ψ ìî-
æíà ðîçóìiòè çìiííå âèñëîâëåííÿ.

3. Ââiâøè ïîíÿòòÿ çìiííîãî ïðåäèêàòà, äàëi ìîæíà çà äîïîìî-
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ðiâíîñèëüíiñòü òà ñïðîùåííÿ

ãîþ ñèìâîëiâ, ÿêèìè ïîçíà÷àëèñÿ íàéïðîñòiøi îïåðàöi¨ òà êâàíòè-
ôiêàöiÿ íàä ïðåäèêàòàìè, óòâîðþâàòè, ãîâîðÿòü, ôîðìóëè ëîãiêè
ïðåäèêàòiâ ïî aíàëîãi¨ ç òèì, ÿê áóëè ââåäåíi ôîðìóëè â àëãåáði
âèñëîâëåíü.

Áiëüø òî÷íå îçíà÷åííÿ ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ (àáî,
ãîâîðÿòü, ïðåäèêàòíî¨ ôîðìóëè) ïîäàìî òàê:

Îçíà÷åííÿ 4.5.1. 1. Óñi çìiííi òà ñòàëi ïðåäèêàòè (â òîìó
÷èñëi, î÷åâèäíî, i âèñëîâëåííÿ), ÿêi íå ìiñòÿòü ñèìâîëiâ íàéïðî�
ñòiøèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié ∧,∨,→,↔, çàïåðå÷åííÿ i íàâiøóâàííÿ
êâàíòîðiâ, ¹ ôîðìóëàìè; ¨õ íàçèâàþòü åëåìåíòàðíèìè ïðåäè�

êàòíèìè ôîðìóëàìè.
2. ßêùî Φ,Φ1,Φ2 � ôîðìóëè, òî (Φ1)∧(Φ2), (Φ1)∨(Φ2), (Φ1)→

→ (Φ2), (Φ1)↔ (Φ2), Φ, (∀x)(Φ), (∃x)(Φ) � ôîðìóëè.
3. Iíøèõ ôîðìóë, êðiì ïåðåëi÷åíèõ â ïóíêòàõ 1, 2, íåìà¹.

Îòæå, ïðåäèêàòíà ôîðìóëà � öå ïîñëiäîâíiñòü ñèìâîëiâ, ùî
óòâîðåíà åëåìåíòàðíèìè ôîðìóëàìè, ÿêi ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ ñèì-
âîëàìè ëîãi÷íèõ îïåðàöié òà êðóãëèìè äóæêàìè (, ), ÿê âêàçàíî â
ïóíêòàõ 1 � 3 îçíà÷åííÿ ôîðìóëè.

Ïðèêëàäè:
1) Φ(x, y); a; b; Φ(x0, y0) � ôîðìóëè, äå a, b � çìiííi âèñëîâëå-

ííÿ.
2) (∀xy)Φ(x, y); aΨ(x) � íå ¹ ôîðìóëàìè.
3) (a ∨ Φ(x))→ (∃y)Ψ(x, y) � ôîðìóëà.
4) (Φ(x)→ Ψ(x))Φ1(x, y) íå ¹ ôîðìóëà.
5) 3 6 4→ Φ(x) ôîðìóëà.
Çàóâàæåííÿ. Â áiëüø ñòðîãiøèõ âèêëàäàõ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ

(íå íà iíòó¨òèâíîìó, à íà ôîðìàëiçîâàíîìó ïiäõîäi) â ïîíÿòòÿ ôîð-
ìóëè ÷àñòî íå ââîäÿòü ïîíÿòòÿ êîíêðåòíèõ ïðåäèêàòiâ, êîíêðåòíèõ
âèñëîâëåíü.

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî êîëè ϕ(a, b, c, ..., ) � ôîðìóëà aãåáðè
âèñëîâëåíü i Φ1,Φ2, ...,Φ3 � ïðåäèêàòíi ôîðìóëè, òî âèðàç
ϕ(Φ1,Φ2, ...,Φ3) ¹ òåæ ïðåäèêàòíîþ ôîðìóëîþ.

4. Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ çàïèñó ïðåäèêàòíèõ ôîðìóë, çìåíøåííÿ
êiëüêîñòi äóæîê òà ïîëåãøåííÿ ðîçãëÿäó i äîñëiäæåííÿ öèõ ôîðìóë
äîìîâëÿþòüñÿ, ÿê i â àëãåáði âèñëîâëåíü, ïðî íàñòóïíèé ïîðÿäîê
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âèêîíàííÿ îïåðàöié, ïåðåëi÷óþ÷è ¨õ â ïîðÿäêó
”
ñòàðøèíñòâà“, òîá-

òî â ïîðÿäêó ïåðøî÷åðãîâîñòi ¨õ âèêîíàííÿ:

íàâiøóâàííÿ êâàíòîðà;
çàïåðå÷åííÿ;
êîí'þíêöiÿ;
äèç'þíêöiÿ;
iìïëiêàöiÿ;
åêâiâàëåíöiÿ.

Äóæêè â ôîðìóëi çàëèøà¹ìî, ÿêùî ¨õ âiäêèäàííÿ ïîðóøó¹ ïî-
ðÿäîê âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ àáî äëÿ ïîëåãøåííÿ àíàëiçó ñòðóêòóðè
ôîðìóëè. ßêùî â ôîðìóëi çóñòði÷àþòüñÿ äóæêè, òî îïåðàöi¨ â ïåð-
øó ÷åðãó âèêîíóþòüñÿ â äóæêàõ.

Íàïðèêëàä, çàïèñ (∀x, y) Φ(x, y) ñëiä ðîçóìiòè ÿê âèðàç
(∀y)((∀x)Φ(x, y)), â ÿêîìó ñïî÷àòêó âèêîíó¹òüñÿ îïåðàöiÿ íàâiøó-
âàííÿ óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà íà äâîìiñíèé ïðåäèêàò Φ(x, y) ïî
çìiííié x, à ïiñëÿ öüîãî íàñòóïíîþ îïåðàöi¹þ ¹ íàâiøóâàííÿ óíiâåð-
ñàëüíîãî êâàíòîðà íà îäíîìiñíèé ïðåäèêàò (∀x)Φ(x, y) ïî çìiííié
y.

Çàóâàæèìî, ùî â çàïèñàõ (∀x)(Φ) ÷è (∃x)(Φ) ôîðìóëó Φ íà-
çèâàþòü îáëàñòþ äi¨ êâàíòîðà ïî ïðåäìåòíié çìiííié x; òî-
äi öÿ çìiííà x, ÿêà ìîæå áóòè ïðèñóòíüîþ ó ôîðìóëi Φ, íàçèâà-
¹òüñÿ çâ'ÿçàíîþ äàíèì êâàíòîðîì. Íàïðèêëàä, â çàïèñi ôîðìóëè
(∀x)Φ(x, y) → Ψ(x), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí (∀x)Φ(x, y) i
Ψ(x) ìà¹ìî: â ïåðøié ÷àñòèíi ïðåäìåòíà çìiííà çâ'ÿçàíà óíiâåð-
ñàëüíèì êâàíòîðîì, à â äðóãié ÷àñòèíi öÿ ñàìà çìiííà âiëüíà; òîìó
öÿ ôîðìóëà ìà¹ äâi âiëüíi çìiííi òà îäíó çâ'ÿçàíó ïðåäìåòíó çìiííó.

5. Íà îñíîâi ðiâíîñèëüíîñòi ïðåäèêàòiâ ââåäåìî ïîíÿòòÿ ðiâíî�
ñèëüíiñòi ïðåäèêàòíèõ ôîðìóë.

Îçíà÷åííÿ 4.5.2. Ïðåäèêàòíi ôîðìóëè Φ1 i Φ2 íàçèâàþòüñÿ
ðiâíîñèëüíèìè ìiæ ñîáîþ, ùî ïîçíà÷àþòüñÿ ñèìâîëi÷íî ó âèãëÿäi
Φ1 ≡ Φ2, ÿêùî ïðè áóäü-ÿêié çàìiíi â íèõ çìiííèõ ïðåäèêàòiâ
íà âiäïîâiäíi êîíêðåòíi ïðåäèêàòè öi ôîðìóëè ïåðåòâîðÿòüñÿ â
ðiâíîñèëüíi ïðåäèêàòè.

ßê i â àëãåáði âèñëîâëåíü, â ëîãiöi ïðeäèêàòiâ ìîæíà çäiéñíþ-
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ðiâíîñèëüíiñòü òà ñïðîùåííÿ

âàòè ðiâíîñèëüíi ïåðåòâîðåííÿ íàä ïðåäèêàòíèìè ôîðìó�
ëàìè.

Îçíà÷åííÿ 4.5.3. Ïåðåòâîðåííÿ íàä ïðåäèêàòíîþ ôîðìóëîþ
Φ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîñèëüíèì, ÿêùî çäiéñíþ¹òüñÿ ïåðåõiä âiä öi¹¨
çàäàíî¨ ôîðìóëè Φ äî ôîðìóëè Ψ, ÿêà ðiâíîñèëüíà çàäàíié, òîáòî,
êîëè ãîâîðÿòü, ùî íàä ôîðìóëîþ Φ çäiéñíèëè ðiâíîñèëüíå ïåðåòâî�
ðåííÿ, â ðåçóëüòàòi ÿêîãî îòðèìàëè ôîðìóëó Ψ, òî öå îçíà÷à¹,
ùî ôîðìóëó Φ çàìiíèëè òàêîþ ôîðìóëîþ Ψ, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ�
íîñèëüíiñòü Φ ≡ Ψ öèõ ôîðìóë.

6. Íà ïðàêòèöi ÷àñòî âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿê âñòàíîâèòè, ÷è çàäà-
íi äâi ïðåäèêàòíi ôîðìóëè ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ, ÷è íi. Àíàëîãi-
÷íå çàïèòàííÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðiâíîñèëüíîñòi ôîðìóë â àëãåáði
âèñëîâëåíü çàâæäè ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ øëÿõîì ñêëàäàííÿ òà ïîðiâíÿí-
íÿ ìiæ ñîáîþ âiäïîâiäíèõ öèì ôîðìóëàì òàáëèöü iñòèííîñòi. Äëÿ
ïðåäèêàòíèõ æå ôîðìóë â çàãàëüíîìó âèãëÿäi íå iñíó¹ çàãàëüíî-
ãî ñïîñîáó âñòàíîâëåííÿ ¨õ ðiâíîñèëüíîñòi. Äëÿ äåÿêèõ íåñêëàäíèõ
ïðåäèêàòíèõ ôîðìóë ðiâíîñèëüíiñòü ìîæíà âñòàíîâèòè ìiðêóâàí-
íÿìè àáî âèêîðèñòàííÿì ðÿäó çàãàëüíîïðèéíÿòèõ çàêîíiâ ëîãiêè
ïðåäèêàòiâ, ïðî ùî éòèìå ìîâà íèæ÷å.

Â äàíèé ìîìåíò ëèøå âiäìiòèìî, ùî â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ, ÿê i â
àëãåáði âèñëîâëåíü, äëÿ çäiéñíåííÿ ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü íàä
ïðåäèêàòíèìè ôîðìóëàìè òàêîæ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i ïðèí�
öèï çàìiíè: ÿêùî â äîâiëüíié ïðåäèêàòíié ôîðìóëi Φ çà�
ìiíèòè äîâiëüíó ¨¨ ÷àñòèíó Φ1, ùî ¹ ôîðìóëîþ, íà ðiâíî�
ñèëüíó äî Φ1 ôîðìóëó Φ2, òî îòðèìà¹òüñÿ ôîðìóëà Ψ, ÿêà
ðiâíîñèëüíà Φ.

7. Ïîðÿä iç çàäà÷åþ âñòàíîâëåííÿ òîãî, ÷è çàäàíi ïðåäèêàòíi
ôîðìóëè ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ, âèíèêà¹ i ïèòàííÿ ïðî ñïðîùåí�
íÿ òi¹¨ ÷è iíøî¨ ïðåäèêàòíî¨ ôîðìóëè.

Îçíà÷åííÿ 4.5.4. Ïiä ñïðîùåííÿì çàäàíî¨ ôîðìóëè ðîçóìi�
þòü çàìiíó ¨¨ íà íîâó ðiâíîñèëüíó ¨é ôîðìóëó òàêó, ÿêà ìà¹ ïðî�
ñòiøó ñòðóêòóðó, ìà¹ ìåíøå ñèìâîëiâ.

Ðîçâ'ÿçàòè òàêó çàäà÷ó ñïðîùåííÿ ïðåäèêàòíî¨ ôîðìóëè, ÿê
ïðàâèëî, ìîæëèâî øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ òàêèõ çàêîíiâ ëîãiêè ïðå-
äèêàòiâ, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ðiâíîñèëüíîñòåé.
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8. Ìíîæèíó âñiõ ïðåäèêàòíèõ ôîðìóë ëîãiêè ïðåäèêàòiâ ìîæíà
ðîçáèòè íà òàêi òðè êëàñè:

1) òîòîæíî iñòèííi ôîðìóëè àáî, ãîâîðÿòü, òàâòîëîãi¨ � öå
òàêi ôîðìóëè, ÿêi ïðè áóäü-ÿêié çàìiíi â íèõ çìiííèõ ïðåäèêàòiâ íà
âiäïîâiäíi êîíêðåòíi ïðåäèêàòè ïåðåòâîðþþòüñÿ â òîòîæíî iñòèííi
ïðåäèêàòè; òå, ùî ôîðìóëà Φ � òàâòîëîãiÿ, ÷àñòî ïîçíà÷àþòü ó
âèãëÿäi |= Φ.

2) òîòîæíî õèáíi ôîðìóëè � öå òàêi ôîðìóëè, ÿêi ïðè áóäü-
ÿêèõ çaìiíàõ ïðåäèêàòiâ íà âiäïîâiäíi êîíêðåòíi ïðåäèêàòè ïåðå-
òâîðþþòüñÿ â òîòîæíî õèáíi ïðåäèêàòè.

3) íåéòðàëüíi ôîðìóëè � öå òàêi ôîðìóëè, ÿêi ïðè äåÿêèõ çà-
ìiíàõ â íèõ çìiííèõ ïðåäèêàòiâ íà âiäïîâiäíi êîíêðåòíi ïðåäèêàòè
ïåðåòâîðþþòüñÿ â íåéòðàëüíi ïðåäèêàòè.

Iíîäi â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ ðîçãëÿäàþòü êëàñ âèêîíóâàíèõ ïðå�
äèêàòíèõ ôîðìóë: öå òàêi ôîðìóëè, ÿêi íå ¹ òîòîæíî õèáíèìè,
òîáòî âîíè � àáî òîòîæíî iñòèííi, àáî æ íåéòðàëüíi. Î÷åâèäíî,
ùî öåé êëàñ ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ êëàñiâ � òàâòîëîãié i íåéòðàëüíèõ
ôîðìóë.

Îçíà÷åííÿ ïðåäèêàòíèõ ôîðìóë âiäìi÷åíèõ âèùå êëàñiâ ìîæíà
ïîäàòè ñèìâîëi÷íî ó òàêié ôîðìi:

Φ � òîòîæíî iñòèííà ôîðìóëà
df⇐⇒ Φ ≡ T df⇐⇒ p(Φ) = 1;

Φ � òîòîæíî õèáíà ôîðìóëà
df⇐⇒ Φ ≡ F df⇐⇒ p(Φ) = 0;

Φ � íåéòðàëüíà ôîðìóëà
df⇐⇒ Φ 6= T ∧ Φ 6= F

df⇐⇒ p(Φ) 6= 1 ∧
∧ p(Φ) 6= 0;

Φ � âèêîíóâàíà ôîðìóëà
df⇐⇒ Φ 6= F

df⇐⇒ p(Φ) 6= 0, äå p(Φ)
� iñòèííîñíå çíà÷åííÿ ïðåäèêàòà, îòðèìàíîãî ïðè äîâiëüíié çàìiíi
çìiííèõ ïðåäèêàòiâ â ôîðìóëi Φ íà êîíêðåòíi ïðåäèêàòè.

9. Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ çàïåðå÷åííÿ ïðåäèêàòà, ëåãêî áà÷èòè,
ùî ìiæ ôîðìóëàìè íàâåäåíèõ âèùå òðüîõ êëàñiâ ïðåäèêàòíèõ ôîð-
ìóë ìàþòü ìiñöå òàêi âçà¹ìîçâ'ÿçêè, ÿêi ìîæíà âèðàçèòè íà ìîâi
ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi:

1) Φ � òàâòîëîãiÿ ⇔ Φ � òîòîæíî õèáíà ôîðìóëà;
2) Φ � òîòîæíî õèáíà ôîðìóëà ⇔ Φ � òàâòîëîãiÿ;
3) Φ � íåéòðàëüíà ôîðìóëà ⇔ Φ � íåéòðàëüíà ôîðìóëà.
Çâ'ÿçîê ìiæ ðiâíîñèëüíiñòþ ïðåäèêàòíèõ ôîðìóë Φ1, Φ2 ìîæíà

âèðàçèòè íà ìîâi òàâòîëîãié, à ñàìå:
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Φ1 ≡ Φ2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |= (Φ1 ↔ Φ2), òîáòî êîëè Φ1 ↔
↔ Φ2 � òàâòîëîãiÿ, àáî æ Φ1 ⇔ Φ2.

10. Çðîçóìiëî, ùî, ÿê i â àëãåáði âèñëîâëåíü, â ëîãiöi ïðåäè-
êàòiâ íàäçâè÷àéíî âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü òàâòîëîãi¨. ßê óæå íå
ðàç âiäìi÷àëîñÿ, àëãåáðà âèñëîâëåíü � öå íåâåëèêà åëåìåíòàð-
íà ÷àñòèíà ëîãiêè ïðåäèêàòiâ, öå ¹ ëîãiêà 0-ìiñíèõ ïðåäèêàòiâ.
Òîìó âñi òàâòîëîãi¨ àëãåáðè âèñëîâëåíü ¹ òàâòîëîãiÿìè i ëîãiêè ïðå-
äèêàòiâ. Áiëüøå òîãî, î÷åâèäíîþ ¹ òàêà òåîðåìà, ÿêà ¹ äæåðåëîì
óòâîðåííÿ íîâèõ òàâòîëîãié ëîãiêè ïðåäèêàòiâ.

Òåîðåìà 4.5.1. Òåîðåìà çàìiíè. ßêùî Φ(a, b, c, ...) � òàâòî�
ëîãiÿ àëãåáðè âèñëîâëåíü, òî ôîðìóëà Φ(ϕ,ψ, χ, ...), îòðèìàíà ç
öi¹¨ òàâòîëîãi¨ çàìiíîþ çìiííèõ âèñëîâëåíü a, b, c, ... íà äîâiëüíi
ïðåäèêàòè ϕ,ψ, χ, ..., ¹ òàâòîëîãi¹þ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ, ùî ñèìâî�
ëi÷íî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi: |= Φ(a, b, c, ...)⇒|= Φ(ϕ,ψ, χ, ...).

Íàïðèêëàä: |= (a ∨ a)⇒|= Φ(x1, x2, x3, ...) ∨ Φ(x1, x2, x3, ...).

11. ßê óæå âiäìi÷àëîñÿ âèùå, â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ, ÿê i â àëãåáði
âèñëîâëåíü, âàæëèâèìè çaäà÷àìè ¹ òàêi, ÿê:

à) âñòàíîâëåííÿ òèïó ôîðìóë;
á) âñòàíîâëåííÿ ðiâíîñèëüíîñòi ôîðìóë;
â) ñïðîùåííÿ ôîðìóë.
Àëå, ÿêùî â àëãåáði âèñëîâëåíü òàêi çàäà÷i ìîæíà áóëî ðîçâ'ÿ-

çóâàòè äâîìà òàêèìè øëÿõàìè:
à) çà äîïîìîãîþ ñêëàäàííÿ âiäïîâiäíèõ òàáëèöü iñòèííîñòi ôîð-

ìóë òà àíàëiçó öèõ òàáëèöü;
á) çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé îïåðàöié, çàêîíiâ

àëãåáðè âèñëîâëåíü,
òî â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ, ÿê ïðàâèëî, òàêi çàäà÷i ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè
ëèøå âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòåé îïåðàöié, çàêîíiâ ëîãiêè ïðåäè-
êàòiâ, ïåâíèìè ìiðêóâàííÿì òà óìîâèâîäàìè.

4.6 Äåÿêi çàêîíè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ

1. Ñåðåä ïðåäèêàòíèõ ôîðìóë, ÿê áóëî âiäìi÷åíî ðàíiøå, îñî-
áëèâó ðîëü âiäiãðàþòü òàâòîëîãi¨ òà òîòîæíî õèáíi ôîðìóëè. À
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îñêiëüêè çàïåðå÷åííÿ òîòîæíî õèáíî¨ ôîðìóëè ïåðåòâîðþ¹ ¨¨ â òàâ-
òîëîãiþ, òî â ïåðøó ÷åðãó ìîæíà äîñëiäæóâàòè ëèøå òàâòîëîãi¨.
Ñàìå òàâòîëîãi¨ ¹ äæåðåëîì óòâîðåííÿì çàêîíiâ ëîãiêè ïðåäè�
êàòiâ. Âèêîðèñòàííÿ òàêèõ çàêîíiâ äà¹ ìîæëèâiñòü ïðîâîäèòè ïðà-
âèëüíi óìîâèâîäè, óòâîðþâàòè ïðàâèëüíi ôîðìè òàêèõ ìiðêóâàíü,
ÿêi íå çàëåæàòèìóòü âiä êîíêðåòíîãî çìiñòó, à òîìó ¨õ ìîæíà çàñòî-
ñóâàòè â ðiçíîìàíiòíèõ äîñëiäæåííÿõ, â íàóêîâèõ ïîøóêàõ. Ñàìå
çàâäÿêè ¨ì ìîæíà ÷iòêî ôîðìóëþâàòè ðiçíîìàíiòíi òâåðäæåííÿ òà
îá ðóíòîâóâàòè ¨õ.

2. Îñêiëüêè òàâòîëîãié â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ ¹ áåçëi÷, òî â ðîëi ¨¨
çàêîíiâ áåðåòüñÿ, ÿê ïðàâèëî, íåâåëèêà òàêà ¨õ ÷àñòèíà, â ÿêó âõî-
äÿòü â ïåðøó ÷åðãó òi òàâòîëîãi¨, ÿêi íàé÷àñòiøå çàñòîñîâóþòüñÿ
ïðè âñòàíîâëåíi ïðàâèëüíèõ ôîðì óìîâèâîäiâ, ïðè äîâåäåííi ìà-
òåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü, ÿêi íå çàëåæàòü âiä êîíêðåòíîãî çìiñòó i
íîñÿòü çàãàëüíèé õàðàêòåð. Çðîçóìiëî, ùî â ñèëó òîãî, ùî àëãåáðà
âèñëîâëåíü ¹ íåâiä'¹ìíîþ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ,
ëîãi÷íi çàêîíè àëãåáðè âèñëîâëåíü ¹ îäíî÷àñíî i çàêîíàìè ëîãiêè
ïðåäèêàòiâ. Ðàçîì ç òèì â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ, ÿêà ¹ íàáàãàòî øèð-
øîþ, çìiñòîâíiøîþ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè, ìîæíà âèäiëèòè
â ðîëi ëîãi÷íèõ çàêîíiâ â ïåðøó ÷åðãó òàêi, â çàïèñi ÿêèõ ïðèéìà-
þòü ó÷àñòü êâàíòîðè.

3. Çàóâàæåííÿ. Çàïèñè íàñòóïíèõ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ íàâåäå-
ìî â ôîðìi ëîãi÷íèõ åêâiâàëåíòíîñòåé òà ëîãi÷íèõ ñëiäóâàíü âèäó
Φ⇔ Ψ, Φ⇒ Ψ, ÿêi âiäïîâiäíî îçíà÷àþòü, ÿê ìè çíà¹ìî, âèêîíàííÿ
ðiâíîñèëüíîñòi Φ ≡ Ψ òà iñòèííiñòü åêâiâàëåíöi¨ Φ → Ψ, ÿêó ìî-
æíà ïîäàòè i çàïèñîì: |= (Φ → Ψ), ìiæ ïðåäèêàòíèìè ôîðìóëàìè
Φ,Ψ. Ïðè öüîìó â ïðåäèêàòíèõ ôîðìóëàõ ïðè çàïèñi çàêîíiâ áó-
äåìî âêàçóâàòè ëèøå çâ'ÿçàíi çìiííi àáî æ äåÿêi âiëüíi çìiííi, ÿêi
ìîæóòü áóòè ïðèñóòíiìè, âiäíîñíî âæèòèõ êâàíòîðiâ â öèõ ôîðìó-
ëàõ. Íàïðèêëàä, â çàïèñàõ âèäó: (∀x)(Φ(x)∨Ψ(y)), (∃x)(Φ(x)∨Ψ(y))
ïðèñóòíÿ çâ'ÿçàíà ïðåäìåòíà çìiííà x i âiëüíà ïðåäìåòíà çìiííà y,
ïðèñóòíiñòü ÿêî¨ íå ¹ îáîâ'ÿçêîâîþ; ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî â öèõ çà-
ïèñàõ ìîæóòü áóòè ïðèñóòíiìè é iíøi âiëüíi ïðåäìåòíi çìiííi, ÿêi
ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ îïóùåíi.

4. Äàëi íàâåäåìî ñïèñîê íàéáiëüø âæèâàíèõ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ
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ç êâàíòîðàìè, ÿêi ¹ íîâèìè ïî âiäíîøåííþ äî çàêîíiâ àëãåáðè âè-
ñëîâëåíü, â ÿêié âiäñóòíÿ îïåðàöiÿ íàâiøóâàííÿ êâàíòîðiâ íà âè-
ñëîâëåííÿ, îñêiëüêè âèñëîâëåííÿ íå ìiñòÿòü ïðåäìåòíèõ çìiííèõ.

(∀x)Φ(x)⇔ (∃x)Φ(x) � çàêîí äå Ìîðãàíà. (4.6.1)

(∃x)Φ(x)⇔ (∀x)Φ(x) � çàêîí äå Ìîðãàíà. (4.6.2)

(∀x)Φ(x)⇔ (∃x)Φ(x) � âèðàæåííÿ êâàíòîðà çà äîïîìîãîþ

äâî¨ñòîãî äî íüîãî êâàíòîðà i çàïåðå÷åííÿ. (4.6.3)

(∃x)Φ(x)⇔ (∀x)Φ(x) � âèðàæåííÿ êâàíòîðà çà äîïîìîãîþ

äâî¨ñòîãî äî íüîãî êâàíòîðà i çàïåðå÷åííÿ. (4.6.4)

∀x)(Φ(x) ∧Ψ(x))⇔ ((∀x)(Φ(x) ∧ (∀x)Ψ(x))) � ïåðåíåñåííÿ

óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà ÷åðåç êîí'þíêöiþ. (4.6.5)

(∃x)(Φ(x) ∨Ψ(x))⇔ ((∃x)(Φ(x) ∨ (∃x)Ψ(x))) � ïåðåíåñåííÿ

åêçèñòåíöiîíàëüíîãî êâàíòîðà ÷åðåç äèç'þíêöiþ. (4.6.6)

(∀x)(∀y)Φ(x, y)⇔ (∀y)(∀x)Φ(x, y) � êîìóòàòèâíiñòü

óíiâåðñàëüíèõ êâàíòîðiâ. (4.6.7)

(∃x)(∃y)Φ(x, y)⇔ (∃y)(∃x)Φ(x, y) � êîìóòàòèâíiñòü

åêçèñòåíöiîíàëüíèõ êâàíòîðiâ. (4.6.8)

(∀x)(Φ(x) ∨Ψ(y))⇔ ((∀x)Φ(x) ∨Ψ(y)). (4.6.9)

(∃x)(Φ(x) ∧Ψ(y))⇔ ((∃x)Φ(x) ∧Ψ(y)). (4.6.10)

(∀x)(∀y)(Φ(x) ∨Ψ(y))⇔ (∀x)Φ(x) ∨ (∀y)Ψ(y). (4.6.11)
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(∃x)(∃y)(Φ(x) ∧Ψ(y))⇔ (∃x)Φ(x) ∧ (∃y)Ψ(y). (4.6.12)

(∀y)(Φ(x)→ Φ(y))⇔ (Φ(x)→ (∀y)Φ(y)). (4.6.13)

(∃y)(Φ(x)→ Φ(y))⇔ (Φ(x)→ (∃y)Φ(y)). (4.6.14)

(∀x)(Φ(x)→ Φ(y))⇔ ((∃x)Φ(x)→ Ψ(y)). (4.6.15)

((∀x)Φ(x))⇒ Φ(x) � âèëó÷åííÿ

óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà. (4.6.16)

Φ(x)⇒ (∃x)Φ(x) � âíåñåííÿ

åêçèñòåíöiîíàëüíîãî êâàíòîðà. (4.6.17)

(∀x)(Φ(x)→ Ψ(x))⇒ ((∀x)(Φ(x)→ (∀x)Ψ(x))

� ïåðåíåñåííÿ óíiâåðñàëüíîãî

êâàíòîðà ÷åðåç iìïëiêàöiþ. (4.6.18)

(∀x)(Φ(x)→ Ψ(x))⇒ (∃x)Φ(x)→ (∃x)Ψ(x))

� ïåðåíåñåííÿ êâàíòîðà ÷åðåç iìïëiêàöiþ. (4.6.19)

(∃x)(∀x)(Φ(x, y)⇒ (∀y)(∃x)Φ(x, y)

� ðiçíîéìåííi êâàíòîðè íå êîìóòàòèâíi. (4.6.20)

((∀x)Φ(x) ∨ (∀x)Ψ(x))⇒ (∀x)(Φ(x) ∨Ψ(x)) � ïåðåíåñåííÿ

óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà ÷åðåç äèç'þíêöiþ. (4.6.21)

(∃x)(Φ(x) ∧Ψ(x))⇒ ((∃x)Φ(x) ∧ (∃x)Ψ(x)) � ïåðåíåñåííÿ

åêçèñòåíöiîíàëüíîãî êâàíòîðà ÷åðåç äèç'þíêöiþ. (4.6.22)
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(∀x)(Φ(x)↔ Ψ(x))⇒ ((∀x)Φ(x)↔ (∀x)Ψ(x)) � ïåðåíåñåííÿ

óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà ÷åðåç åêâiâàëåíöiþ. (4.6.23)

5. Äîâåäåííÿ ïåðåëi÷åíèõ âèùe çàêîíiâ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ ìî-
æíà ïðîâåñòè íà îñíîâi îçíà÷åíü ââåäåíèõ ðàíiøå ëîãi÷íèõ îïå-
ðàöié, âëàñòèâîñòåé öèõ îïåðàöié, çàêîíiâ àëãåáðè âèñëîâëåíü òà
ëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü, ïðîâåäåíèõ íà ¨õ îñíîâi.

Ïðîâåäåìî äëÿ çðàçêà êîíêðåòíå äîâåäåííÿ äåÿêèõ ç öèõ çàêî-
íiâ.

Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, îäèí iç çàêîíiâ äå Ìîðãàíà � ëîãi÷íó
åêâiâàëåíòíiñòü (4.6.1), òîáòî iñòèííiñòü åêâiâàëåíöi¨ ((∀x)A(x) ↔
↔ (∃x)A(x)), â ÿêié âçÿòî äîâiëüíèé êîíêðåòíèé ïðåäèêàò A(x), ç
ïåâíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ DA i îáëàñòþ iñòèííîñòi IA ⊂ DA çà-
ìiñòü çìiííîãî ïðåäèêàòà Φ(x), ÿêèé çàïèñàíèé â ëîãi÷íîìó çàêîíi
(4.6.1).

Ðîçãëÿíåìî ëiâó ÷àñòèíó (∀x)A(x) öi¹¨ ýêâiâàëåíöi¨. Òå, ùî öÿ
ëiâà ÷àñòèíà ¹ iñòèííèì âèñëîâëåííÿì, ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî âè-
ñëîâëåííÿ (∀x)A(x) õèáíå, ÿêå â ñâîþ ÷åðãó ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî
ïðåäèêàò âèêîíóâàíèé A(x); à îñòàíí¹, î÷åâèäíî, ðiâíîñèëüíå òîìó,
ùî âèñëîâëåííÿ (∃x)A(x) iñòèííå, ÷èì i çàâåðøó¹òüñÿ

”
ñëîâåñíå“

äîâåäåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (4.6.1) �
Ñèìâîëi÷íî öå äîâåäåííÿ ïðèéìå âèãëÿä òàêîãî ëàíöþæêà

ðiâíîñèëüíîñòåé: (p((∀x)A(x)) = T ) ≡ (p((∀x)A(x)) = F ) ≡
≡ (IA 6= DA) ≡ (IA 6= ∅) ≡ (p((∃x)A(x)) = T ), àáî æ òàêîãî:
(p((∀x)A(x)) = F ) ≡ (p((∀x)A(x)) = T ) ≡ (IA = DA) ≡ (IA =

= ∅) ≡ (p((∃x)A(x)) = F ).

6. Äîâåäåìî ùå, íàïðèêëàä, çàêîí (4.6.5) ïðî ïåðåíåñåííÿ óíi-
âåðñàëüíîãî êâàíòîðà ÷åðåç êîí'þíêöiþ. Ïiäñòàâèìî çàìiñòü çìií-
íèõ ïðåäèêàòiâ Φ(x) i Ψ(x) äîâiëüíi êîíêðåòíi ïðåäèêàòè A1(x) i
A2(x), ÿêi ìàþòü îáëàñòi iñòèííîñòi IA1

i âiäïîâiäíî IA2
, ùî ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ íà ñïiëüíié îáëàñòi iñíóâàííÿ DA2
= DA2

= D, ÿêà ìiñòèòü
âêàçàíi îáëàñòi iñòèííîñòi öèõ ïðåäèêàòiâ. Â ðåçóëüòàòi äîâåäåííÿ
çàêîíó (4.6.5) çâåäåòüñÿ äî äîâåäåííÿ ðiâíîñèëüíîñòi âèñëîâëåíü
(∀x)(A1(x1) ∧A2(x)) ≡ ((∀x)A1(x) ∧ (∀x)A2(x)).

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíîñèëüíiñòü a ≡ b âèñëîâëåíü a, b ìà¹ ìiñöå â
òîìó i ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè ìà¹ ìiñöå ðiâíîñèëüíiñòü (p(a) =
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= T ) ≡ (p(b) = T ) àáî ðiâíîñèëüíiñòü (p(a) = F ) ≡ (p(b) = F ), äå
p(c) � öå iñòèííîñíå çíà÷åííÿ âèñëîâëåííÿ c.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòðiáíî¨ íàì ðiâíîñèëüíîñòi (∀x)(A1(x) ∧
∧A2(x)) ≡ ((∀x)A1(x)∧(∀x)A2(x)) çàñòîñó¹ìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê
ðiâíîñèëüíîñòåé: (p((∀x)(A1(x) ∧ A2(x)) = T ) ≡ (IA1∧A2 = D) ≡
≡ (IA1 ∩ IA2 = D) ≡ (IA1 = D ∧ IA2 = D) ≡ (p((∀x)A1(x)) =
= T ∧ p((∀x)A2(x)) = T ≡ (p((∀x)A1(x) ∧ (∀x)A2(x))) = T ), ç ÿêîãî
i âèïëèâà¹ ïîòðiáíà äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñèëüíîñòü �

”
Ñëîâåñíå“ äîâåäåííÿ ïîòðiáíî¨ ðiâíîñèëüíîñòi: (∀x)(A1(x) ∧

∧ A2(x)) ≡ ((∀x)A1(x) ∧ (∀x)A2(x)) ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä ìið-
êóâàíü.

Íåõàé âèñëîâëåííÿ (∀x)(A1(x)∧A2(x)) ëiâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíî-
ñèëüíîñòi iñòèííå; â ñèëó îçíà÷åííÿ öå áóäå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ïðåäèêàò A1(x) ∧ A2(x) òîòîæíî iñòèííèé; îñòàíí¹, â ñèëó îçíà÷å-
ííÿ òîòîæíî¨ iñòèííîñòi êîí'þíêöi¨ ïðåäèêàòiâ îçíà÷à¹, ùî A1(x) i
A2(x) � òîòîæíî iñòèííi ïðåäèêàòè; à öå â ñâîþ ÷åðãó ïîêàçó¹, ùî
îáèäâà âèñëîâëåííÿ (∀x)A1(x), (∀x)A2(x) iñòèííi, ùî ðiâíîñèëüíî
òîìó, ùî i ¨õ êîí'þíêöiÿ (∀x)A1(x)∧ (∀x)A2(x) iñòèííà, ÷èì i çàâåð-
øó¹òüñÿ öå

”
ñëîâåñíå“ äîâåäåííÿ �

7. Çàóâàæèìî, ùî êîëè ÿêàñü ïðåäèêàòíà ôîðìóëà íå ¹ çàêî-
íîì ëîãiêè ïðåäèêàòiâ, òî äîñèòü íàâåñòè õî÷à á îäèí êîíêðåòíèé
ïðåäèêàò, ïðè ÿêîìó öÿ ôîðìóëà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïðåäèêàò, ÿêèé
íå ¹ òîòîæíî iñòèííèì, òîáòî ïðè êîíêðåòíèõ çíà÷åííÿõ ïðåäìå-
òíèõ çìiííèõ öÿ ôîðìóëà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â õèáíå âèñëîâëåííÿ. À
ÿêùî æ äîñëiäæóâàòè, ùî öÿ ôîðìóëà ¹ ëîãi÷íèì çàêîíîì, òî ñëiä
ïðîâîäèòè ìiðêóâàííÿ äëÿ äîâiëüíèõ êîíêðåòíèõ ïðåäèêàòiâ i ïî-
êàçóâàòè, ùî âîíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òîòîæíî iñòèííèé ïðåäèêàò.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî çàêîí (4.6.20), ÿêèé ñòâåðäæó¹, ùî ði-
çíîéìåííi êâàíòîðè íå êîìóòóþòü:

(∃x)(∀x)Φ(x, y)⇒ (∀y)(∃x)Φ(x, y).

Äëÿ éîãî äîâåäåííÿ ïîêàæåìî, ùî iñòèííîþ ¹ iìïëiêàöiÿ
((∃x)(∀y)A(x, y) → (∀y)(∃x)A(x, y)), äå A(x, y) � äîâiëüíèé êîí-
êðåòíèé ïðåäèêàò ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ DA. Íåõàé âèñëîâëå-
ííÿ (∀y)(∃x)A(x, y) õèáíå; ïîêàæåìî, ùî òîäi i âèñëîâëåííÿ
(∃x)(∀y)A(x, y) õèáíå, òîáòî, â ñèëó çàêîíiâ (4.6.1 � 4.6.4), âè-
ñëîâëåííÿ (∀x)(∃y)A(x, y) iñòèííå. Äiéñío, ç õèáíîñòi âèñëîâëåííÿ
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ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìóëþâàíü

(∀y)(∃x)A(x, y) ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî ïðåäèêàò (∃x)A(x, y)
âèêîíóâàíèé, òîáòî ïðè äåÿêîìó çíà÷åííi y0, çâ'ÿçàíîìó ç îáëà-
ñòþ âèçíà÷åííÿ DA, âèñëîâëåííÿ (∃x)A(x, y0) iñòèííå àáî, ùî ðiâ-
íîñèëüíî, âèñëîâëåííÿ (∀x)A(x, y0) iñòèííå, ç ÿêîãî, â ñèëó çàêîíó
4.6.17, âèïëèâà¹ iñòèííiñòü âèñëîâëåííÿ (∀x)(∃y)A(x, y), ùî i òðåáà
áóëî äîâåñòè �

À òåïåð ðîçãëÿíåìî çàïèñ ëîãi÷íîãî ñëiäóâàííÿ, ïîçíà÷èâøè éî-
ãî (∗):

(∀y)(∃x)Φ(x, y)⇒ (∃x)(∀y)Φ(x, y), (∗)

i ïîêàæåìî, ùî âîíî íå ¹ ëîãi÷íèì çàêîíîì, òîáòî iìïëiêàöiÿ
((∀y)(∃x)A(x, y)→ (∃x)(∀y)A(x, y)) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â õèáíå âèñëîâ-
ëåííÿ õî÷à áè ïðè îäíîìó êîíêðåòíîìó ïðåäèêàòi A(x, y) ç äåÿêîþ
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ DA. Âiçüìåìî â ðîëi òàêîãî ïðåäèêàòà âiäîìèé
ç ïîïåðåäíüîãî ïðåäèêàò A(x, y) =

”
m 6 n“, äå íåõàé DA = Z × Z.

Â ðåçóëüòàòi âêàçàíà iìïëiêàöiÿ ïðèéìå òàêèé âèãëÿä:

(∀n)(∃m)(m 6 n)→ (∃m)(∀n)(m 6 n),

äå m,n ∈ Z, a Z � öå ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë.
Â öié iìïëiêàöi¨ óìîâà

”
Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà n ∈ Z çíà-

éäåòüñÿ òàêå öiëå ÷èñëî m ∈ Z, ÿêå íå ïåðåâèùó¹ n“ ¹, î÷åâèäíî,
iñòèííèì âèñëîâëåííÿì, à âèñíîâîê

”
Iñíó¹ íàéìåíøå öiëå ÷èñëî“ �

õèáíèì âèñëîâëåííÿì. Òîìó öÿ iìïëiêàöiÿ õèáíà. I, îòæe, çàïèñ (∗)
íå ìîæå áóòè çàêîíîì ëîãiêè ïðåäèêàòiâ.

4.7 Çàñòîñóâàííÿ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ äî àëãåáðè

ìíîæèí, äî ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìóëþâàíü

1. Êîæíà ìàòåìàòè÷íà äèñöèïëiíà, òîé ÷è iíøèé ðîçäië ìàòå-
ìàòèêè ìà¹ ñïðàâó ç âèñëîâëåííÿìè ïðî ïîíÿòòÿ, ÿêi ââîäÿòüñÿ
òà äîñëiäæóþòüñÿ â íèõ. Öi âèñëîâëåííÿ ìîæíà êîìïàêòíî âèðà-
çèòè ïåâíèìè ôîðìóëàìè, êîðèñòóþ÷èñü ñèìâîëiêîþ ìàòåìàòè÷íî¨
ëîãiêè òà ñïåöèôi÷íîþ ñèìâîëiêîþ äîñëiäæóâàíîãî ìàòåìàòè÷íîãî
ðîçäiëó. Â ïåðøó ÷åðãó ìà¹ìî ìîæëèâiñòü ñèìâîëi÷íî çàïèñóâàòè
âiäïîâiäíî ìàòåìàòè÷íi îçíà÷åííÿ, òåîðåìè, äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì.
Äî äåÿêî¨ ìiðè â çâ'ÿçêó ç öèì òóò ìîæíà áóëî áè ïðîâåñòè àíàëî-
ãiþ ç íoòíèì çàïèñîì, ÿêèé, ÿê âiäîìî, çàñòîñîâó¹òüñÿ â ìóçèöi.
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2. Òå ÷è iíøå îçíà÷åííÿ íîâîãî ïîíÿòòÿ b çà äîïîìîãîþ ïîïå-
ðåäíiõ àáî ïåðâiñíèõ ïîíÿòü a1, a2, ... ìîæíà ïîäàòè ñèìâîëi÷íî ó
òàêîìó âèãëÿäi:

b
df
= S(a1, a2, ...)

df⇐⇒ Φ(a1, a2, ..., b), (∗)

äå ñèìâîë df ¹ ñêîðî÷åííÿì ñëîâà de�nition (îçíà÷åííÿ);
Φ(a1, a2, ..., b) � ôîðìóëà, ÿêà ìîæå ìàòè âèãëÿä ïðåäèêàòà (âè-
ñëîâëþâàëüíî¨ ôîðìè), âèñëîâëåííÿ, S(a1, a2, ...) � çàïèñ, ùî ìi-

ñòèòü íàçâó äëÿ b; çàïèñ
df
=, ÿêèé iíîäi çàìiíÿþòü äåôiñîì, ÷àñòî

ñèìâîëiçó¹ ñëîâî
”
íàçèâà¹òüñÿ“, à çàïèñ

df⇐⇒ ñèìâîëiçó¹ ñëîâà
”
òî-

äi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ“ àáî â ñêîðî÷åíîìó âàðiàíòi �

”
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ“. Â ðåçóëüòàòi âåñü çàïèñ (∗) ìîæíà ïðî÷èòà-
òè, íàïðèêëàä òàê:

”
b íàçèâà¹òüñÿ S(a1, a2, ...), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

Φ(a1, a2, ..., b)“.

3. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè äåÿêèõ ìàòåìàòè÷íèõ îçíà÷åíü.
1. Íåõàé a ∈ (0,+∞); t ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞), b ∈ R � äiéñíi ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ
”
÷èñëî b íàçèâà¹òüñÿ ëîãàðèôìîì ÷èñëà a ïðè îñíîâi

t, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü tb = a“ â ñèìâîëi÷íié ôîðìi ïðèéìå
òàêèé âèãëÿä:

b
df
= logt a

df⇐⇒ tb = a.

2. Íåõàé (xn)n∈N = x1, x2, ..., xn, ... � ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü äié-
ñíèõ ÷èñåë xn ∈ R, äå n ∈ N. Îçíà÷åííÿ

”
÷èñëî b íàçèâà¹òüñÿ

ãðàíèöåþ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi x1, x2, ..., xn, ... òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî nε ∈ N, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n ∈ N òàêèõ, ùî
nε 6 n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü | xn − b |< ε äëÿ âñiõ xn ∈ R“

ñèìâîëi÷íî ìîæíà ïîäàòè â òàêié ôîðìi: b
df
= lim

n→∞
xn

df⇐⇒ (∀ε ∈
∈ R)(0 < ε→ (∃nε ∈ N)(∀n ∈ N)(∀xn ∈ R)(nε 6 n→| xn − b |< ε)).

3. Íåõàé ðiâíÿííÿ ax2 + bx + c = 0, äå a, b, c ∈ R � çàäàíi äié-
ñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó a 6= 0, i x ∈ R � äiéñíà çìiííà, íàçèâà¹òüñÿ
êâàäðàòíèì.

Îçíà÷åííÿ
”
Äiéñíå ÷èñëî D íàçèâà¹òüñÿ äèñêðèìiíàíòîì êâà-

äðàòíîãî ðiâíÿííÿ ax2 + bx + c = 0, ÿêùî D = b2 − 4ac“, ñèì-
âîëi÷íî ïîäàìî òàê: D ∈ R � äèñêðèìiíàíò êâàäðàòíîãî ðiâíÿí-
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íÿ ax2 + bx + c = 0
df⇐⇒ D = b2 − 4ac, àáî â ñêîðî÷åíié ôîðìi:

D
df
= d(ax2 + bx+ c = 0)

df⇐⇒ D = b2 − 4ac.
4. Îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi A = B òà âêëþ÷åííÿ A ⊂ B ìíîæèí

A,B ⊂ U , äå U � óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà, ðîçãëÿíóòi íà ñòîðiíêàõ
84, 84, ñèìâîëi÷íî ìîæíà ïîäàòè òàê:

A
df
= B

df⇐⇒ (∀c ∈ U)(c ∈ A↔ c ∈ B);

A ⊂ B df⇐⇒ (∀c ∈ U)(c ∈ A→ c ∈ B).

5. Âiäîìå îçíà÷åííÿ ðiâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà
”
Òðèêóòíèê

ABC íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîñòîðîííiì, ÿêùî äîâæèíè âñiõ éîãî òðüîõ
ñòîðií ðiâíi ìiæ ñîáîþ“ ñèìâîëi÷íî ïðèéìå òàêèé âèãëÿä:4 ABC−
ðiâíîñòîðîííié

df⇐⇒ |AB| = |BC| = |CA| .
Çðàçêè ñèìâîëi÷íèõ îçíà÷åíü ìîæíà, íàïðèêëàä, çíàéòè ïðè

ââåäåííi íàìè òåîðåòè÷íî-ìíîæèííèõ îïåðàöié ïåðåòèíó, îá'¹äíà-
ííÿ, âiäíiìàííÿ, äîïîâíåííÿ òîùî. Íàïðèêëàä,

C
df
= A ∩B df⇐⇒ C = {c ∈ U |c ∈ A ∧ c ∈ B};

C
df
= A ∪B df⇐⇒ C = {c ∈ U |c ∈ A ∨ c ∈ B};

C
df
= A \B df⇐⇒ C = {c ∈ U |c ∈ A ∧ c /∈ B};

C
df
= A

df⇐⇒ C
df
= A \B df⇐⇒ C = {c ∈ U |c /∈ A}.

Äî ðå÷i, âèêîðèñòàâøè ëîãi÷íó ñèìâîëiêó, ìîæíà, íàïðèêëàä,
ïîøèðèòè îçíà÷åííÿ îïåðàöié îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèíó íà äîâiëüíå,
ãîâîðÿòü, ñiìåéñòâî (Ai)i∈I ìíîæèí:⋃

i∈I
Ai

df
= {a|(∃i ∈ I)a ∈ Ai};

⋂
i∈I

Ai
df
= {a|(∀i ∈ I)a ∈ Ai},

äå I � ìíîæèíà iíäåêñiâ i ∈ I (ìîæëèâî i íåñêií÷åííà), ÿêi ïîçíà÷à-
þòü ìíîæèíè Ai ⊂ U ñiìåéñòâà (Ai)i∈I , à U � äåÿêà óíiâåðñàëüíà
ìíîæèíà. Îòæå, ìà¹ìî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 4.7.1. Oá'¹äíàííÿ
⋃
i∈I

Ai ñiìåéñòâà ìíîæèí

(Ai)i∈I � öå òàêà ìíîæèíà, êîæíèé åëåìåíò ÿêî¨ íàëåæèòü õî�
÷à áè îäíié ìíîæèíi öüîãî ñiìåéñòâà.

Îçíà÷åííÿ 4.7.2. Ïåðåòèí
⋂
i∈I

Ai ñiìåéñòâà ìíîæèí (Ai)i∈I

� öå òàêà ìíîæèíà, êîæíèé åëåìåíò ÿêî¨ íàëåæèòü âñiì ìíî�
æèíàì öüîãî ñiìåéñòâà.

Î÷åâèäíî, ùî ìà¹ ìiñöå òàêe ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀i ∈ I)

(⋂
i∈I

Ai ⊂ Ai ⊂
⋃
i∈I

Ai

)
.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ñèìâîëi÷íî ìîæíà ïîäàòè îçíà÷åííÿ îïå-
ðàöié íàä ïðåäèêàòàìè. Íàïðèêëàä, äèç'þíêöiþ äâîìiñíèõ ïðåäè-
êàòiâ A(x1, x2) i B(x1, x2), ÿêi ìàþòü ñïiëüíó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ

D = DA = DB , ñèìâîëi÷íî ïîäàìî òàê: C(x1, x2)
df
= A(x1, x2) ∨

∨ B(x1, x2)
df⇐⇒ (∀(α1, α2) ∈ D)(p(C(α1, α2))) = p(A(α1, α2)) ∨

p(B(α1, α2))), äå p(S(α1, α2)) � öå, íàãàäà¹ìî, iñòèííoñíå çíà÷åí-
íÿ ïðåäèêàòà S(x1, x2), â ÿêîìó ïàðà çìiííèõ (x1;x2) çàìiíåíà íà
ïàðó âiäïîâiäíèõ öèì çìiííèì çíà÷åíü (α1;α2) ∈ DS .

4. Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åííÿ, ÿê ïðàâèëî, ìà¹ âèãëÿä ñêëàäíî-
ãî âèñëîâëåííÿ, â ÿêîìó ïðèñóòí¹ ñëîâî

”
íàçèâà¹òüñÿ“ àáî ÿêèé-

íåáóäü éîãî ñèíîíiì. Àëå âîíî íå ¹ âèñëîâëåííÿì. Ìåòà ââåäåííÿ
îçíà÷åííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ââåñòè â äîñëiäæåííÿ íîâi îá'¹êòè ç
íîâèìè âëàñòèâîñòÿìè, ÿêi ðîçêðèâàþòüñÿ, ðîçòëóìà÷óþòüñÿ, îïè-
ñóþòüñÿ â öüîìó îçíà÷åííi, i äàòè ¨ì íàçâè. Öi íîâi îá'¹êòè ìàþòü
ñâîþ íàçâó, ÿêà ïðèñóòíÿ ïîðÿä ç ñëîâîì

”
íàçèâà¹òüñÿ“.

Òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî îñíîâíà ìåòà ââåäåííÿ îçíà�
÷åíü � öå ñêîðîòèòè âèêëàä äîñëiäæåííÿ çà ðàõóíîê ââåäå�
ííÿ íàçâè íîâîãî îá'¹êòà i, îñîáëèâî, âäàëîãî ñèìâîëi÷íîãî
ïîçíà÷åííÿ öi¹¨ íàçâè. Öi ìiðêóâàííÿ ìîæíà ïiäòâåðäèòè ïðè
ðîçãëÿäi ââåäåííÿ áóäü-ÿêîãî îçíà÷åííÿ òà ñóïðîâîäæóþ÷èõ éîãî
íàçâè òà ïîçíà÷åííÿ.

Íàïðèêëàä, ïîñòàâèâøè çàâäàííÿ
”
îá÷èñëèòè ëîãàðèôì

log2 log√7 49“ àáî
”
îá÷èñëèòè ãðàíèöþ lim

n→∞
(n −

√
n2 + 5n)“, ïåðø
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íiæ ïðèñòóïèòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷, ìè ïîâèííi ÷iòêî
óÿâëÿòè, ùî ñàìå êðè¹òüñÿ ïiä òàêèìè íàçâàìè, ÿê

”
ëîãàðèôì“ àáî

”
ãðàíèöÿ“, ðîçóìiòè, ùî öi íàçâè ¹ ñêîðî÷åííÿìè äîñèòü ¹ìêèõ (à
îñîáëèâî äðóãà íàçâà!) âèñëîâëåíü, òâåðäæåíü, ÿêi ñïðàâäi ïîïåðå-
äíüî îïèñóþòü äàíi ïîíÿòòÿ, i âîíè äëÿ öèõ çàäà÷ ðåàëüíî iñíóþòü.

5. Ìàòåìàòè÷íi òåîðåìè, ÿê ïðàâèëî, ôîðìóëþþòüñÿ ó âèãëÿ-
äi âèñëîâëåíü. Öi âèñëîâëåííÿ ¹ ïî ñóòi 0-ìiñíèìè ïðåäèêàòàìè,
ùî ìiñòÿòü êâàíòîðè, ðiâíîñòi, íåðiâíîñòi, ëîãi÷íi ñëiäóâàííÿ, ëî-
ãi÷íi iìïëiêàöi¨, ùî çâ'ÿçóþòü ïåâíi ôîðìóëè, âèðàçè. Ïðåäèêàòè,
ÿê ïðàâèëî, ¹ êîíêðåòíèìè ïðåäèêàòàìè i âiäíîñÿòüñÿ äî òîãî ÷è
iíøîãî ðîçäiëó ìàòåìàòèêè.

Ñåðåä òåîðåì âèäiëÿþòü òàê çâàíi òåîðåìè iñíóâàííÿ, â ôîðìó-
ëþâàííi ÿêèõ ïðèñóòíi åêçèñòåíöiîíàëüíi êâàíòîðè. Òàêi òåîðåìè,
ÿê ïðàâèëî, ðîçãëÿäàþòüñÿ íà ïî÷àòêó äîñëiäæåííÿ òîãî ÷è iíøîãî
ìàòåìàòè÷íîãî ðîçäiëó, êîëè ââîäÿòüñÿ íîâi ïîíÿòòÿ òà îçíà÷åííÿ
äëÿ íèõ. Ñàìå òàêi òåîðåìè iñíóâàííÿ ïîâèííi ïiäòâåðäæóâàòè iñíó-
âàííÿ íîâèõ îá'¹êòiâ (àáî æ ïîêàçóâàòè, ùî âîíè íå iñíóþòü), ïiñëÿ
÷îãî ìîæíà äîñëiäæóâàòè ¨õ âëàñòèâîñòi, âçà¹ìîçâ'ÿçêè òà âèêîðè-
ñòàííÿ.

Iíøi òåîðåìè, â ôîðìóëþâàííi ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ óíiâåðñàëüíi
êâàíòîðè, êâàíòîðè âñåçàãàëüíîñòi (ùî ìîæóòü ìiñòèòè äåÿêi îáìå-
æåííÿ âiäíîñíî îáëàñòi iñíóâàííÿ), ðîçêðèâàþòü âëàñòèâîñòi íîâèõ
îá'¹êòiâ òà âiäïîâiäíèõ ¨ì ïîíÿòü, âèÿñíÿþòü, ÿêi ç âëàñòèâîñòåé ¹
õàðàêòåðèñòè÷íèìè, ãîâîðÿòü iíîäi, êðèòåðiàëüíèìè, ùî äà¹ çìîãó
ãëèáøå i áiëüø äåòàëüíiøå ðîçêðèòè âíóòðiøíþ áóäîâó öèõ îá'¹-
êòiâ, ùî ñïðèÿòèìå ¨õ ïîäàëüøîìó çàñòîñóâàííþ.

6. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ôîðìóëþâàííÿ äåÿêèõ òåîðåì.
1. Òåîðåìó ç òåîði¨ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

”
Iñíóþòü íàòóðàëüíi ÷è-

ñëà, ùî äiëÿòüñÿ íà 3, àëå íå äiëÿòüñÿ íà 6“ ñèìâîëi÷íî ìîæíà
çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

(∃k, n ∈ N)(n = 6k − 3).

2. Òåîðåìó ç òåîði¨ öiëèõ ÷èñåë
”
Äîâiëüíå öiëå ÷èñëî, ÿêå äiëè-

òüñÿ íà 6, äiëèòüñÿ íà 3“, ñèìâîëi÷íî ïîäàìî ó âèãëÿäi:

(∀n ∈ Z)((∃k ∈ Z)(n = 6k)→ (∃l ∈ Z)(n = 3l)).
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3. Òåîðåìà ç òåîði¨ êâàäðàòíèõ ðiâíÿíü
”
Äëÿ òîãî, ùîá êâàäðà-

òíå ðiâíÿííÿ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìàëî äiéñíi êîðåíi, íåîáõi-
äíî i äîñòàòíüî, ùîá äèñêðèìiíàíò öüîãî ðiâíÿííÿ áóâ íåâiä'¹ìíèì“
ñèìâîëi÷íî çàïèøåòüñÿ òàê:

(∀a, b, c, d ∈ R)(((a 6= 0 ∧ (d = b2 − 4ac))→
→ ((∃x0 ∈ R)(ax2

0 + bx0 + c = 0)⇔ (d > 0))).

4. Òåoðåìó
”
Äîâiëüíà çáiæíà ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü ç äiéñíèìè

÷ëåíàìè îáìåæåíà“ ïîäàìî â òàêié ñèìâîëi÷íié ôîðìi:

(∀n ∈ N)(∀xn ∈ R)((∃a ∈ R)(a = lim
n→∞

xn)→

→ (∃t ∈ R)|xn| 6 t).

5. Òåîðåìó ç ïëàíiìåòði¨
”
Äîâiëüíi äâi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî

ïàðàëåëüíi, àáî ñïiâïàäàþòü“ ïîäàìî ó òàêié ñèìâîëi÷íié ôîðìi,
ïîçíà÷èâøè ÷åðåç l1, l2 ïðÿìi, ÷åðåç M � òî÷êó, à ÷åðåç π � ïëî-
ùèíó:

(∀l1, l2)(l1, l2 ⊂ π → ((∃M ∈ π)(l1 ∩ l2 = {M} ∧ l1 6= l2)∨
∨l1 ∩ l2 = ∅ ∨ l1 = l2)).

6. Òåîðåìó ç ïëàíiìåòði¨
”
Äëÿ òîãî, ùîá ïàðàëåëîãðàì ABCD

áóâ ïðÿìîêóòíèêîì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äîâæèíè éîãî äià-
ãîíàëåé AC i BD ñïiâïàäàëè“ çàïèøåìî ñèìâîëi÷íî, ïîçíà÷èâøè
çà äîïîìîãîþ áóêâè P ìíîæèíó âñiõ ïàðàëåëîãðàìiâ, à çà äîïîìî-
ãîþ áóêâ Pr � ìíîæèíó âñiõ ïðÿìîêóòíèêiâ:

(∀ ABCD ∈ P )(ABCD ∈ Pr ↔ |AC| = |BD|).

Âiäìiòèìî, ùî íà ïðàêòèöi â áóäü-ÿêîìó ìàòåìàòè÷íîìó ðîçäi-
ëi Âè íåîäíîðàçîâî ìàòèìåòå ñïðàâó ç ôîðìóëþâàííÿì îçíà÷åíü òà
òåîðåì ïðî òi ÷è iíøi ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè òà ïîíÿòòÿ. Ôîðìóëþâà-
ííÿ ¨õ â êîìïàêòíié ñèìâîëi÷íié ôîðìi ÷àñòî ñïðèÿòèìå êðàùîìó
¨õ ðîçóìiííþ, çàïàì'ÿòîâóâàííþ òà âèêîðèñòàííþ â òié ÷è iíøié
ñèòóàöi¨.

7. Ôîðìóëþâàííÿìè îçíà÷åíü íîâèõ ïîíÿòü, îá'¹êòiâ òà òåîðåì
ïðî ¨õ iñíóâàííÿ, âëàñòèâîñòi òà âèêîðèñòàííÿ äàëåêî íå âè÷åðïó¹-
òüñÿ ïîáóäîâà òåîði¨ òîãî ÷è iíøîãî ìàòåìàòè÷íîãî ðîçäiëó. ßêùî,
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ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìóëþâàíü

ÿê áóëî âiäìi÷åíî âèùå, îçíà÷åííÿ íå äîâîäÿòüñÿ, à îäíi¹þ ç îñíîâ-
íèõ ¨õ öiëåé ¹ ââåäåííÿ òà ðîç'ÿñíåííÿ íàçâ íîâèõ îá'¹êòiâ òà âiä-
ïîâiäíèõ ¨ì ïîíÿòü, òî òåîðåìè îáîâ'ÿçêîâî, ãîâîðÿòü, äîâîäÿòüñÿ,
âñòàíîâëþ¹òüñÿ ¨õ iñòèííiñòü øëÿõîì ìiðêóâàíü ç âèêîðèñòàííÿì
çàêîíiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Çàâäÿêè ââåäåííþ íàçâ äëÿ íîâèõ
ïîíÿòü âèêëàä äîâåäåííÿ ñïðîùó¹òüñÿ, ñòà¹ áiëüø êîìïàêòíiøèì
òà ïðîçîðiøèì. Ñàìî äîâåäåííÿ òåîðåìè � öå ïîñëiäîâíiñòü òâåð-
äæåíü, êîæíå ç ÿêèõ ¹ àáî óìîâîþ òåîðåìè, àáî àêñiîìîþ ìàòåìàòè-
÷íî¨ òåîði¨, àáî ðàíiøå äîâåäåíîþ òåîðåìîþ. Âñi ÷ëåíè öi¹¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi ìîæíà ïîäàòè â ñèìâîëi÷íié ôîðìi, ó âèãëÿäi ïåâíèõ çàïèñiâ
âèðàçiâ, ôîðìóë. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåäåííÿ áóëî ñòðóíêiøèì, áiëüø
ôîðìàëiçîâàíèì, âèêîðèñòîâóþòü ïðàâèëà âèâîäó ç ìàòåìàòè÷íî¨
ëîãiêè. Äåÿêi ç öèõ ïðàâèë óæå âiäìi÷àëèñü ðàíiøå. Äî íèõ òàêîæ
âiäíîñÿòü ïðàâèëà çàìiíè, âiäîêðåìëåííÿ.

Ïðàâèëî çàìiíè äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè ç òàâòîëîãi¨
ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè ôîðìóëó øëÿõîì çàìiíè çìiííèõ ïðå�
äèêàòiâ êîíêðåòíèìè ïðåäèêàòàìè äîñëiäæóâàíî¨ òåîði¨, â
ðåçóëüòàòi ÷îãî ôîðìóëà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òåîðåìó â öié
òåîði¨.

Ïðàâèëî âiäîêðåìëåííÿ (modus ponens) äà¹ ìîæëèâiñòü
ç ôîðìóë Φ, Φ⇒ Ψ îòðèìàòè ÿê ëîãi÷íèé íàñëiäîê ôîðìóëó
Ψ.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ:

Îçíà÷åííÿ 4.7.3. Äîâåäåííÿì òåîðåìè Φ1 ∧ Φ2 ∧ ... ∧ Φk ⇒
⇒ Ψ íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèé ëàíöþæîê (ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü)
ôîðìóë, êîæíèé ÷ëåí ÿêî¨ ¹ àáî àêñiîìà äàíî¨ òåîði¨, àáî ôîðìóëà,
îòðèìàíà ç ïîïåðåäíiõ ïî ïðàâèëó âiäîêðåìëåííÿ ÷è îòðèìàíà ïî
ïðàâèëó çàìiíè; îñòàííÿ ôîðìóëà öüîãî ëàíöþæêà i ¹ ëîãi÷íèì
íàñëiäêîì Ψ òåîðåìè, â ÿêié ôîðìóëè Φ1,Φ2, ...,Φk çàäàþòü óìîâó
òåîðåìè, à ôîðìóëà Ψ ¹ ¨¨ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì.

Â ïîäàëüøîìó Âè íåîäíîðàçîâî çóñòðiíåòåñÿ iç çðàçêàìè âèêî-
ðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè òà ¨¨ çàêîíiâ ïðè ðiçíîìàíiòíèõ çàïè-
ñàõ ôîðìóëþâàíü îçíà÷åíü, òåîðåì òà äîâåäåíü öèõ òåîðåì ç òîãî
÷è iíøîãî ðîçäiëó ìàòåìàòèêè.
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4.8 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. ßê íàçèâàþòü àëãåáðó âèñëîâëåíü ïî âiäíîøåííþ äî ìàòåìà-
òè÷íî¨ ëîãiêè?

2. Íàâåäiòü êîíêðåòíi ïðèêëàäè iñòèííèõ âèñëîâëåíü ìàòåìàòè-
÷íî¨ ëîãiêè, ÿêi â àëãåáði âèñëîâëåíü çîáðàæàþòüñÿ ôîðìóëà-
ìè, ùî íå ¹ òàâòîëîãiÿìè.

3. Ñôîðìóëþéòå êëàñè÷íèé óìîâèâiä Àðiñòîòåëÿ, ÿêèé â àëãåáði
âèñëîâëåíü íå ìîæíà çîáðàçèòè òàâòîëîãi¹þ.

4. Íàâåäiòü ïðèêëàäè íàïîâíåííÿ ðiçíèì êîíêðåòíèì çìiñòîì
ñòðóêòóðè óìîâèâîäó Àðiñòîòåëÿ.

5. ×îìó àëãåáðà âèñëîâëåíü ìà¹ íåäîñòàòíüî çàñîáiâ äëÿ çäié-
ñíåííÿ áiëüø òîíêîãî àíàëiçó ìiðêóâàíü?

6. ßêà îñíîâíà âiäìiííiñòü ëîãiêè ïðåäèêàòiâ âiä àëãåáðè âèñëîâ-
ëåíü?

7. ßê ìîæíà ç âèñëîâëåíü óòâîðþâàòè ïðåäèêàòè? Íàâåäiòü iëþ-
ñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

8. Ùî ðîçóìiþòü ïiä òåðìiíàìè
”
ñóá'¹êò“ ÷è

”
îá'¹êò“ òà

”
ïðå-

äèêàò“,
”
ïðèñóäîê“ ïðè ðîçãëÿäi êîíêðåòíîãî âèñëîâëåííÿ?

9. Ùî ðîçóìiþòü ïiä òåðìiíîì
”
âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà“?

10. Äàéòå îçíà÷åííÿ n-ìiñíîãî ïðåäèêàòà.

11. Ùî òàêå ïðåäìåòíi çìiííi òà áàçèñíi ìíîæèíè ïðåäèêàòà? Íà-
âåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

12. ßêèé ïðåäèêàò íàçèâàþòü îäíîðiäíèì? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i
ïðèêëàäè.

13. Ùî ðîçóìiþòü ïiä íóëüìiñíèì ïðåäèêàòîì? Íàâåäiòü iëþñòðó-
þ÷i ïðèêëàäè.

14. ßêi ïðåäèêàòè íàçèâàþòüñÿ ðiâíîñèëüíèìè ìiæ ñîáîþ? Íàâå-
äiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.
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15. Äàéòå îçíà÷åííÿ ëîãi÷íîãî ñëiäóâàííÿ ìiæ ïðåäèêàòàìè òà
ïðîiëþñòðóéòå âiäïîâiäíèìè ïðèêëàäàìè.

16. Ñôîðìóëþéòå êðèòåðié ðiâíîñèëüíîñòi ïðåäèêàòiâ íà ìîâi ëî-
ãi÷íîãî ñëiäóâàííÿ ìiæ íèìè.

17. ßêi ïðåäèêàòè íàçèâàþòüñÿ ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè ìiæ ñî-
áîþ?

18. Ñôîðìóëþéòå êðèòåði¨ ðiâíîñèëüíîñòi ïðåäèêàòiâ íà ìîâi ¨õ
ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

19. Ùî òàêå ëîãi÷íà, ïðåäèêàòíà ôóíêöiÿ êîíêðåòíîãî ïðåäèêà-
òà?

20. Ñôîðìóëþéòå êðèòåði¨ ðiâíîñèëüíîñòi ïðåäèêàòiâ íà ìîâi âiä-
ïîâiäíèõ ¨ì ïðåäèêàòíèõ ôóíêöié.

21. Ùî òàêå áóëüîâà ìíîæèíà?

22. ßêà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ áóëüîâîþ?

23. Ùî òàêå îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ïðåäèêàòà?

24. Ùî òàêå îáëàñòü iñòèííîñòi ïðåäèêàòà?

25. ßêèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê âñòàíîâëþ¹òüñÿ ìiæ áàçèñíèìè ìíîæèíà-
ìè, îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòþ iñòèííîñòi ïðåäèêàòà?

26. Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðåäèêàòi âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòþ iñòèííîñòi öüîãî ïðåäèêàòà.

27. ßêèé ïðåäèêàò íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî iñòèííèì, òîòîæíî õè-
áíèì? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

28. ßêèé ïðåäèêàò íàçèâà¹òüñÿ íåéòðàëüíèì? Íàâåäiòü iëþñòðó-
þ÷i ïðèêëàäè.

29. Ùî òàêå âèêîíóâàíèé ïðåäèêàò? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðè-
êëàäè.
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30. Ñôîðìóëþéòå êðèòåðié
à) òîòîæíî¨ iñòèííîñòi;
á) òîòîæíî¨ õèáíîñòi;
â) íåéòðàëüíîñòi;
ã) âèêîíóâàíîñòi
ïðåäèêàòà íà ìîâi éîãî îáëàñòåé iñòèííîñòi òà âèçíà÷åííÿ.
Ïðîiëþñòðóéòå êîíêðåòíèìè ïðèêëàäàìè.

31. Ñôîðìóëþéòå êðèòåði¨ ðiâíîñèëüíîñòi ïðåäèêàòiâ íà ìîâi ¨õ
îáëàñòåé iñòèííîñòi òà âèçíà÷åííÿ; ïðîiëþñòðóéòå êîíêðåòíè-
ìè ïðèêëàäàìè.

32. ßêèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê iñíó¹ ìiæ ëîãi÷íèì ñëiäóâàííÿì ïðåäèêà-
òiâ òà ¨õ îáëàñòÿìè iñòèííîñòi òà âèçíà÷åííÿ? Ïðîiëþñòðóéòå
êîíêðåòíèìè ïðèêëàäàìè.

33. Ùî òàêå n-àðíå âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí? Ïðî-
iëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

34. ßêèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê iñíó¹ ìiæ îáëàñòþ iñòèííîñòi n-ìiñíîãî
ïðåäèêàòà òà n-àðíèì âiäíîøåííÿì? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîí-
êðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

35. Ñôîðìóëþéòå êðèòåði¨ ðiâíîñèëüíîñòi n-ìiñíèõ ïðåäèêàòiâ íà
ìîâi n-àðíèõ âiäíîøåíü.

36. Âêàæiòü âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ðiâíîñèëüíiñòþ ïðåäèêàòiâ, âiäïî-
âiäíèìè ¨ì îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ òà iñòèííîñòi, âiäïîâiäíèìè
¨ì âiäíîøåííÿìè íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.

37. Äàéòå îçíà÷åííÿ êîí'þíêöi¨ äâîõ ïðåäèêàòiâ, ÿêi ìàþòü ñïiëü-
íó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ; ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðè-
êëàäi.

38. Äàéòå îçíà÷åííÿ äèç'þíêöi¨ äâîõ ïðåäèêàòiâ, ÿêi ìàþòü ñïiëü-
íó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ; ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðè-
êëàäi.

39. Äàéòå îçíà÷åííÿ iìïëiêàöi¨ äâîõ ïðåäèêàòiâ, ÿêi ìàþòü ñïiëü-
íó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ; ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðè-
êëàäi.
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40. Äàéòå îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíöi¨ äâîõ ïðåäèêàòiâ, ÿêi ìàþòü
ñïiëüíó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ; ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó
ïðèêëàäi.

41. Äàéòå îçíà÷åííÿ çàïåðå÷åííÿ ïðåäèêàòà; ïðîiëþñòðóéòå íà
êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.

42. Íàâåäiòü îçíà÷åííÿ êîí'þíêöi¨, äèç'þíêöi¨, iìïëiêàöi¨, åêâiâà-
ëåíöi¨, çàïåðå÷åííÿ ïðåäèêàòiâ çi ñïiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷å-
ííÿ íà ìîâi iñòèííîñíèõ çíà÷åíü öèõ ïðåäèêàòiâ.

43. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âëàñòèâîñòi îñíîâíèõ îïåðàöié íàä âèñëîâëå-
ííÿìè çáåðiãàþòüñÿ i äëÿ àíàëîãi÷íèõ îñíîâíèõ îïåðàöié íàä
ïðåäèêàòàìè; ïåðåëi÷iòü öi âëàñòèâîñòi.

44. Âêàæiòü, ÿêèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê iñíó¹ ìiæ îáëàñòþ iñòèííîñòi:
à) êîí'þíêöi¨;
á) äèç`þíêöi¨;
â) iìïëiêàöi¨;
ã) åêâiâàëåíöi¨;
ä) çàïåðå÷åííÿ
ïðåäèêàòiâ (çi ñïiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ) òà îáëàñòÿìè
iñòèííîñòi öèõ ïðåäèêàòiâ; ïðîiëþñòðóéòå öåé âçà¹ìîçâ'ÿçîê
íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

45. ßê ìîæíà ââîäèòè íàéïðîñòiøi áiíàðíi îïåðàöi¨ íàä ïðåäèêà-
òàìè ðiçíî¨ ìiñíîñòi? Ïðîiëþñòðóéòå ñâî¨ ìiðêóâàííÿ íà êîí-
êðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

46. ßêi Âè çíà¹òå íîâi îïåðàöi¨ íàä ïðåäèêàòàìè â ïîðiâíÿííi ç
îïåðàöiÿìè íàä âèñëîâëåííÿìè?

47. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ îïåðàöiÿ êîíêðåòèçàöi¨ çìiííî¨ íàä ïðåäèêà-
òîì? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷èé ïðèêëàä.

48. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ îïåðàöiÿ íàâiøóâàííÿ íà îäíîìiñíèé ïðåäèêàò
à) óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà;
á) åêçèñòåíöiîíàëüíîãî êâàíòîðà?
Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.
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49. Ñôîðìóëþéòå êðèòåði¨ òîãî, ùîá
à) óíiâåðñàëüíå âèñëîâëåííÿ;
á) åêçèñòåíöiîíàëüíå âèñëîâëåííÿ,
îòðèìàíå ç îäíîìiñíîãî ïðåäèêàòà, áóëî iñòèííèì. Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

50. Ïîÿñíiòü, â ÿêèõ âèïàäêàõ óíiâåðñàëüíå âèñëîâëåííÿ, îòðèìà-
íå ç îäíîìiñíîãî ïðåäèêàòà, ìîæíà çàìiíèòè íà êîí'þíêöiþ
âèñëîâëåíü; ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.

51. Ïîÿñíiòü, â ÿêèõ âèïàäêàõ åêçèñòåíöiîíàëüíå âèñëîâëåííÿ,
îòðèìàíå ç îäíîìiñíîãî ïðåäèêàòà, ìîæíà çàìiíèòè íà äè-
ç'þíêöiþ âèñëîâëåíü; ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðèêëà-
äi.

52. ×îìó íàâiøóâàííÿ íà ïðåäèêàò óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà i åê-
çèñòåíöiîíàëüíîãî êâàíòîðà iíîäi íàçèâàþòü âçà¹ìíî äâî¨ñòè-
ìè îïåðàöiÿìè íàä ïðåäèêàòîì?

53. Ùî òàêå âiëüíi òà çâ'ÿçàíi ïðåäìåòíi çìiííi â ïðåäèêàòi? Íà-
âåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

54. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ îïåðàöiÿ íàâiøóâàííÿ íà áàãàòîìiñíèé ïðåäè-
êàò:
à) óíiâåðñàëüíîãî êâàíòîðà;
á) åêçèñòåíöiîíàëüíîãî êâàíòîðà?
Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

55. Ñêiëüêè iñíó¹ ðiçíèõ âàðiàíòiâ íàâiøóâàííÿ êâàíòîðiâ íà:
à) îäíîìiñíèé ïðåäèêàò;
á) äâîìiñíèé ïðåäèêàò;
â) òðüîõìiñíèé ïðåäèêàò?

56. Ïîÿñíiòü íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi, ÿê âïëèâà¹ íà ðiâíîñèëü-
íiñòü çìiíà ïîðÿäêó íàâiøóâàííÿ:
à) îäíîiìåííèõ êâàíòîðiâ;
á) ðiçíîéìåííèõ êâàíòîðiâ,
íà áàãàòîìiñíi ïðåäèêàòè.

57. Ïîÿñíiòü, ÿêèìè øëÿõàìè ìîæíà çìåíøóâàòè ìiñíiñòü ïðåäè-
êàòà i ïåðåòâîðþâàòè éîãî íàâiòü ó âèñëîâëåííÿ.

160



Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè

58. Ùî òàêå çìiííèé n-ìiñíèé ïðåäèêàò?

59. ßê ìîæíà òðàêòóâàòè, ðîçóìiòè (òëóìà÷èòè) 0-ìiñíèé çìií-
íèé ïðåäèêàò?

60. Ùî òàêå åëåìåíòàðíà ïðåäèêàòíà ôîðìóëà?

61. Äàéòå îçíà÷åííÿ ïðåäèêàòíî¨ ôîðìóëè.

62. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïðåäèêàòíèõ ôîðìóë.

63. ßêîãî ïîðÿäêó âèêîíàííÿ îïåðàöié äîòðèìóþòüñÿ ïðè ðîçãëÿ-
äi òi¹¨ ÷è iíøî¨ ïðåäèêàòíî¨ ôîðìóëè?

64. ßêó ðîëü âiäiãðàþòü äóæêè ïðè çàïèñi ïðåäèêàòíî¨ ôîðìó-
ëè? Êîëè ÷àñòèíó äóæîê ñëiä çàëèøèòè? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i
ïðèêëàäè.

65. Ùî òàêå îáëàñòü äi¨ êâàíòîðà ïî ïðåäìåòíié çìiííié?

66. Íàâåäiòü ïðèêëàä ïðåäèêàòíî¨ ôîðìóëè, â ÿêié îäíà i òà æ
ïðåäìåòíà çìiííà ¹ i âiëüíîþ, i çâ'ÿçàíîþ. Ïîÿñíiòü, ÷îìó òàêå
ìîæëèâî.

67. ßêi ïðåäèêàòíi ôîðìóëè íàçèâàþòüñÿ ðiâíîñèëüíèìè ìiæ ñî-
áîþ? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

68. ßêi ïåðåòâîðåííÿ íàä ïðåäèêàòíîþ ôîðìóëîþ íàçèâàþòüñÿ
ðiâíîñèëüíèìè?

69. Ùî îçíà÷à¹ ñïðîùåííÿ ïðåäèêàòíî¨ ôîðìóëè?

70. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðèíöèï çàìiíè ïðè âèêîíàííi ðiâíîñèëüíèõ
ïåðåòâîðåíü íàä ïðåäèêàòíèìè ôîðìóëàìè? Ïðîiëþñòðóéòå
öåé ïðèíöèï íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

71. ßêi ïðåäèêàòíi ôîðìóëè íàçèâàþòüñÿ
à) òîòîæíî iñòèííèìè (òàâòîëîãiÿìè);
á) òîòîæíî õèáíèìè;
â) íåéòðàëüíèìè;
ã) âèêîíóâàíèìè?
Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.
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72. Âêàæiòü íà ìîâi ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ
òîòîæíî iñòèííèìè, òîòîæíî õèáíèìè òà íåéòðàëüíèìè ïðå-
äèêàòíèìè ôîðìóëàìè.

73. Âêàæiòü âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ðiâíîñèëüíiñòþ ïðåäèêàòíèõ ôîð-
ìóë òà ¨õ åêâiâàëåíöi¹þ.

74. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó çàìiíè çìiííèõ âèñëîâëåíü íà ïðåäè-
êàòè, ÿêà ¹ äæåðåëîì óòâîðåííÿ ç òàâòîëîãié àëãåáðè âèñëîâ-
ëåíü òàâòîëîãié ëîãiêè ïðåäèêàòiâ. Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðå-
òíèõ ïðèêëàäàõ.

75. ×èì ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ øëÿõè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷,
ÿê âèÿñíåííÿ òèïó ôîðìóë, ñïðîùåííÿ ôîðìóë, âñòàíîâëåííÿ
¨õ ðiâíîñèëüíîñòi, â àëãåáði âèñëîâëåíü i â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ?

76. Ïîÿñíiòü, ÿêi ôîðìóëè âiäáèðàþòü â ðîëi çàêîíiâ ëîãiêè ïðå-
äèêàòiâ.

77. Ïåðåëi÷iòü íàéáiëüø âæèâàíi çàêîíè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ, ÿêi
ìiñòÿòü êâàíòîðè.

78. Ïðîiëþñòðóéòå çðàçêè äîâåäåíü äåÿêèõ çàêîíiâ ëîãiêè ïðåäè-
êàòiâ ç âèêîðèñòàííÿì:
à) ñëîâåñíèõ ìiðêóâàíü;
á) ñèìâîëi÷íèõ çàïèñiâ.

79. Âêàæiòü âiäìiííiñòü â ìiðêóâàííÿõ, ÿêùî ïîòðiáíî ïîêàçàòè,
ùî äàíà ïðåäèêàòíà ôîðìóëà:
à) íå ¹ çàêîíîì;
á) ¹ çàêîíîì â ëîãiöi ïðåäèêàòiâ.

80. Îá ðóíòóéòå, ÷îìó ïðè âèêîðèñòàííi çàñîáiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ëî-
ãiêè äî çàïèñiâ ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìóëþâàíü òà îá ðóíòóâàí-
íÿ ¨õ iñòèííîñòi ìîæíà ïðîâîäèòè àíàëîãiþ ç íîòíèì çàïèñîì,
ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ìóçèöi?

81. Ïîÿñíiòü, ÿê ñèìâîëi÷íî ìîæíà çàïèñóâàòè ââåäåííÿ îçíà÷å-
ííÿ íîâèõ ïîíÿòü òà âiäïîâiäíèõ ¨ì íàçâ íà îñíîâi ïåðâiñíèõ
÷è ïîïåðåäíiõ ïîíÿòü.
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82. Íàâåäiòü ïðèêëàäè
”
ñëîâåñíèõ“ îçíà÷åíü (òîáòî â ñëîâåñíié

ôîðìi) íîâèõ ïîíÿòü òà âiäïîâiäíèõ ¨ì
”
ñèìâîëi÷íèõ“ îçíà-

÷åíü (òîáòî â ñèìâîëi÷íié ôîðìi).

83. Ïîÿñíiòü, ÷îìó îñíîâíà ìåòà ââåäåííÿ îçíà÷åííÿ íîâîãî ïî-
íÿòòÿ òà âiäïîâiäíî¨ éîìó íàçâè ïîëÿãà¹ â ñêîðî÷åííi âèêëàäó
äîñëiäæåííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ.

84. Ùî ñîáîþ ïðåäñòàâëÿþòü ìàòåìàòè÷íi òåîðåìè? Ïðîiëþ-
ñòðóéòå âiäïîâiäíèìè ïðèêëàäàìè òåîðåì.

85. ßêèé âèãëÿä ìàþòü òåîðåìè iñíóâàííÿ? ßêà ¨õ ðîëü? Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

86. ßê ôîðìóëþþòüñÿ òåîðåìè, ùî ðîçêðèâàþòü âëàñòèâîñòi íî-
âèõ îá'¹êòiâ, ïîíÿòü? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

87. Ùî ðîçóìiþòü ïiä äîâåäåííÿì òåîðåìè?

88. ßêi ïðàâèëà âèâîäó ç ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè âèêîðèñòîâóþòü
ïðè äîâåäåííi òåîðåì?

89. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðàâèëî çàìiíè?

90. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðàâèëî âiäîêðåìëåííÿ (modus ponens)?

91. Äàéòå îçíà÷åííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

92. Âñòàíîâèòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ çàïèñiâ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
ïðåäèêàòè ïðè ïåâíîìó âèáîði ìíîæèí çíà÷åíü ïðåäìåòíèõ
çìiííèõ, ùî ìîæóòü âõîäèòè äî íèõ:
à) x2 − 3x+ 2 = 0;
á) 2− 5 = 1;
â) x ïðè äiëåííi íà y äà¹ îñòà÷ó r;
ã) a = 2b;
ä) x2 − y2 + z3 − 5;
å) x2 + y2 + 3 6 0;
¹) x òà y ëåæàòü ïî ðiçíi ñòîðîíè âiä z;
æ) Çíàéäåòüñÿ òàêå x, ùî 3x− 5 = 2y;
ç) Ïðè x = 7 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü x+ 10 = 15;
è) ×èñëî x êðàòíå 5;
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i) |x| − 4 6 7;
¨) x � âiä'¹ìíå ÷èñëî.

93. Íåõàé x, y ∈ R � äiéñíi ïðåäìåòíi çìiííi. Çíàéòè îáëàñòü âè-
çíà÷åííÿ òà îáëàñòü iñòèííîñòi íàñòóïíèõ ïðåäèêàòiâ. Çîáðà-
çèòè öi îáëàñòi â êîîðäèíàòíié ñèñòåìi i âêàçàòè òèï ïðåäèêà-
òà:

à) x2 < 1;
á) x2 > 0;
â) x2 − 4x = 0;
ã) (x− y)2 = x2 − 2xy + y2;
ä) y 6

√
x− 1;

å) |x− 3| 6 4;
¹) x2 6

√
x;

æ) |x| = |y|;
ç) x2 + y2 6 4;
è) x+

√
y = 5.

94. Çàïèñàòè íà ìîâi ëîãiêè ïðåäèêàòiâ òàêi âèñëîâëåííÿ òà âñòà-
íîâèòè, iñòèííi âîíè ÷è õèáíi:
à) Äåÿêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ¹ öiëèìè;
á) Iñíóþòü ïàðíi öiëi ÷èñëà, ÿêi íå äiëÿòüñÿ íà 12;
â) Íi æîäíå ïðîñòå ÷èñëî íå ¹ êâàäðàòîì äåÿêîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà;
ã) Áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, îñòàííÿ öèôðà ÿêîãî íóëü, äi-
ëèòüñÿ íà ï'ÿòü.

95. Íåõàé A1(x) =
”
1 < x“, A2(x) =

”

√
x < 2“, äå x ∈ R, � îäíîìi-

ñíi ïðåäèêàòè. Çíàéòè ¨õ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòi iñòèí-
íîñòi. Âêàçàòè íà îñíîâi öüîãî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòi
iñòèííîñòi òàêèõ ïðåäèêàòiâ:

à) B1(x) = A1(x) ∧A2(x);
á) B2(x) = A1(x)→ A2(x);
â) B3(x) = A2(x)→ A1(x);

ã) B4(x) = A1(x)↔ A2(x);
ä) B5(x) = A1(x) ∨A2(x);
å) B6(x) = A1(x) ∧A2(x).

96. Íåõàé çàäàíî ïðåäèêàòè:
D(x, y) =

”
x ¹ äiëüíèêîì äëÿ y“;

P (x) =
”
x � ïàðíå ÷èñëî“;

S(x) =
”
x � ïðîñòå ÷èñëî“;

Z(x) =
”
x � öiëå ÷èñëî“.

Ñôîðìóëþâàòè çâè÷àéíîþ ìîâîþ íàñòóïíi âèñëîâëþâàííÿ,
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çàïèñàíi ñèìâîëi÷íî, i âñòàíîâèòè, ÿêi ç íèõ iñòèííi ÷è õè-
áíi:
a) (∀x)(S(x)→ P (x));
á) (∀x, y)((S(y) ∧ S(x))→ D(x, y));
â) (∀x)(P (x)→ (∀y)(D(x, y)→ P (y)));
ã) (∀x)(∃y)(Z(x) ∧ Z(y)→ D(x, y));
ä) (∃x)(∀y)(Z(x) ∧ Z(y)→ D(x, y));
å) (∃x)(P (x) ∧ S(x));
¹) (∀x)(S(x) ∧ Z(x)).

97. Íåõàé çàäàíî òàêi ïðåäèêàòè ç íàòóðàëüíèìè çìiííèìè:
K(m) =

”
m � ñêëàäíå ÷èñëî“;

M(m,n) =
”
m < n“;

S(m,n, k) =
”
m+ n = k“;

P (m,n, k) =
”
m · n = k“.

Çàïèñàòè íà ìîâi ëîãiêè ïðåäèêàòiâ íàñòóïíi âèñëîâëåííÿ i
âñòàíîâèòè, ÿêi ç íèõ iñòèííi, à ÿêi õèáíi:

à) äëÿ äîâiëüíèõ m,n ∈ N çíàéäåòüñÿ òàêå íàòóðàëüíå k, ùî
m+ n = k;

á) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ m,n, k ∈ N ÿêùî m+ n = k, òî
n+m = k;

â) äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ m,n ∈ N iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå
k ∈ N, ùî m · n = k;

ã) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ m,n, k ∈ N ç ðiâíîñòi m · n = k
ñëiäó¹ ðiâíiñòü n ·m = k;

ä) äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ m, k ∈ N çíàéäåòüñÿ òàêå íàòó-
ðàëüíå n, ùî m+ n = k;

å) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ m, k ∈ N iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå
n ∈ N, ùî m · n = k;

¹) äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ m,n ∈ N m < n òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè iñíó¹ íàòóðàëüíå k ∈ N òàêå, ùî m+ k = n;

æ) Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî m ∈ N m � ñêëàäíå ÷èñëî
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíàéäóòüñÿ íàòóðàëüíi k, l ∈ N òàêi,
ùî k < m, l < m i k · l = m.
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98. Çîáðàçèòè íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi îáëàñòi iñòèííîñòi òà
iñíóâàííÿ íàñòóïíèõ ïðåäèêàòiâ ç äiéñíèìè ïðåäìåòíèìè
çìiííèìè:

à) x > 0 ∧ y > 0;
á) x 6 0 ∨ y 6 0;

â) x < 0→ y < 0;
ã) x > 0↔ y 6 0.

99. Íåõàé A(x) � îäíîìiñíèé ïðåäèêàò, çàäàíèé íà ìíîæèíi X.
Çàïèñàòè íà ñèìâîëi÷íié ìîâi òàêi âèñëîâëåííÿ, âèêîðèñòîâó-
þ÷è êâàíòîðè:

a) iñíó¹ õî÷à áè îäèí åëåìåíò ìíîæèíè X, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó A(x);

á) iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè X, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó A(x);

â) iñíóþòü õî÷à áè äâà åëåìåíòè ìíîæèíè X, ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó A(x);

ã) iñíó¹ íå áiëüø äâîõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè X, ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó A(x).

100. ßêèì óìîâàì çàäîâîëüíÿþòü ïðåäèêàòè A(x) i B(x), âèçíà÷å-
íi íà ìíîæèíi D, ÿêùî òîòîæíî iñòèííèì ¹ òàêi ïðåäèêàòè:
à) A(x) ∧B(x);
á) A(x) ∨B(x);
â) A(x) ∨B(x);
ã) A(x) ∧B(x);
ä) A(x)→ B(x);
å) A(x)↔ B(x);

¹) (∀x)(A(x)↔ B(x)) ∧ (∃x)(A(x) ∧B(x));
æ) (∀x)(A(x)↔ B(x)) ∧ (∃x)(A(x) ∧B(x));
ç) B(x)→ A(x);
è) A(x) ∧B(x).

101. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëîãi÷íó ñèìâîëiêó, çàïèñàòè òàêi âèñëîâëåí-
íÿ òà âñòàíîâèòè, ÷è âîíè iñòèííi, ÷è õèáíi:

à) äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë x, z ∈ R çíàéäåòüñÿ òàêå äiéñíå
÷èñëî y ∈ R, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi x < y i y < z;
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á) íå iñíó¹ òàêîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà t, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-
íiñòü t2 − 10 = 0;

â) iñíó¹ íàéáiëüøå âiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî;

ã) iñíóþòü ñóñiäíi öiëi ÷èñëà;

ä) iñíó¹ íàéáiëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî;

å) ñèñòåìà ðiâíÿíü x− 2y = 0; 3x = 6y + 1 íåñóìiñíà;

¹) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà çíàéäåòüñÿ ìåíøå çà
íüîãî íàòóðàëüíå ÷èñëî.

102. Ïîáóäóâàòè çàïåðå÷åííÿ òàêèõ âèñëîâëåíü i âñòàíîâèòè, ÷è
âîíè iñòèííi, ÷è õèáíi:
à) (∃x ∈ R)(∀y ∈ R)(x+ y = y ∧ xy = x);
á) (∀x ∈ R)(∀y ∈ R)(x2 + y2 > 0);
â) (∀x ∈ R)(∀y ∈ R)(x+ y =

√
x2 + y2);

ã) (∀x ∈ R)(∀y ∈ R)(x < y ∨ y < x);
ä) (∀m,n, k ∈ Z)(D(m, k) ∧D(n, k)→ D(m+ n, k)),
äå D(a, b) � ïðåäèêàò

”
a äiëèòüñÿ íà b“.

103. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàcòóïíèõ âèðàçiâ ¹ ïðåäèêàòíèìè ôîðìó-
ëàìè; â êîæíié ç ôîðìóë âêàçàòè âiëüíi i çâ'ÿçàíi ïðåäìåòíi
çìiííi:
à) (∃)Φ1(x)→ (∃x)[Φ2(x, z)];
á) (∀x1)(∀x2)(∀x3)(Φ1(x1) ∧ Φ2(x2) ∧ Φ3(x3));
â) (∃x)(∀)(Φ1(x) ∧ a)↔ (∀a)(∃)(Φ2(x) ∧ b);
ã) (∀x)(Φ1(x)→ Φ2(x))→ ((∀x)Φ1(x)→ (∀x)Φ2(x));
ä) (∀x)((∃y)Φ(x, y)→ Ψ(x, y, z));
å) (∃u)(∀v)Φ(u, v)→ (∃t)Φ(t, v);
¹) (∀x)Φ(x, y) ∨ (∀y)Φ(x, y);
æ) (∃x)Φ(x, y)→ (∀z)Ψ1(y, z) ∧Ψ1(y, v).

104. Â äîïîâiäi êîëèøíüîãî ãåíåðàëüíîãî ïðîêóðîðà Ì. Ïîòåáåíü-
êà íà îäíié iç íàðàä áóëà âiäìi÷åíà òàêà ôðàçà:

”
ßêùî ãðî-

ìàäÿíèíó âñå òå, ùî íå çàáîðîíåíî, äîçâîëåíî, òî äåðæàâíî-
ìó ÷èíîâíèêó çàáîðîíåíî âñå òå, ùî íå äîçâîëåíî“. Çàïèñàòè
ôðàçó â ñèìâîëi÷íié ôîðìi i âñòàíîâèòè, iñòèííà âîíà, ÷è õè-
áíà.
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105. Íà çàõèñòi îäíi¹¨ ç äèñåðòàöié ïðîçâó÷àëà ôðàçà:
”
Íà ïðèêëà-

äi îäíi¹¨ áiëî¨ âîðîíè ÿ ìîæó äîâåñòè, ùî ÷îðíèõ âîðîí âçàãàëi
íå áóâà¹!“. Ïîïðîáóéòå i Âè, ç ëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó, ðîçiáðàòèñü
ç öi¹þ ôðàçîþ òà âèÿñíèòè, ÷è òàêå äîâåäåííÿ ñïðàâäi ìàòèìå
ñèëó.

106. Ïåðåâiðèòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ ïðåäèêàòíèõ ôîðìóë ðiâíîñèëüíi
ìiæ ñîáîþ:
à) (∀x)(Φ(x)→ Ψ(x)) i ((∀x)Φ(x)→ (∀x)Ψ(x));
á) (∃x)(Φ(x)→ Ψ(x)) i ((∀x)Φ(x)→ (∃x)Ψ(x));
â) (∃x)(Φ(x)→ Ψ(x)) i ((∃x)Φ(x)→ (∃x)Ψ(x));
ã) (∀x)(Φ(x)→ Ψ(x)) i ((∃x)Φ(x)→ (∀x)Ψ(x)).

107. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ ñåðåä âêàçàíèõ ó âïðàâi (106) ïàðè ïðåäèêà-
òíèõ ôîðìóë òàêi, ùî îäíà iç ôîðìóë ïàðè ¹ ëîãi÷íèì íàñëiä-
êîì äðóãî¨ ôîðìóëè öi¹¨ ïàðè.

108. Äîâåñòè òàêi çàêîíè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ:
à) (∀x)(Φ(x)↔ Ψ(x))⇒ ((∃x)Φ(x)↔ (∃x)Ψ(x));
á) (∃x)(Φ(x)↔ Ψ(x))⇒ ((∀x)Φ(x)→ (∃x)Ψ(x)).

109. Çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íî¨ ñèìâîëiêè ãiïîòåçó Ãîëüáàõà

”
Äîâiëüíå ïàðíå ÷èñëî áiëüøå ÷îòèðüîõ, ¹ ñóìîþ äâîõ íåïàð-
íèõ ïðîñòèõ ÷èñåë“.

110. Çîáðàçèòè íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ
òà iñòèííîñòi òàêèõ ïðåäèêàòiâ ç äiéñíèìè ïðåäìåòíèìè
çìiííèìè:
à) (x− y < 0) ∧ x > 0;
á) (x2 + y2 6 4)→ (x2 + y2 < 1);
â) (x2 + y2 = 1) ∨ x < 0;
ã) (x2 + y2 = 4) ∨ (

√
xy > 1);

ä) (x2 + y2 < 1)→ (xy > 0);

å) (x2 + y2 > 4)↔
(

1

xy
6 0

)
.

111. Çíàéòè òàêi äiéñíi çíà÷åííÿ a ∈ R, ùîá äðóãèé ïðåäèêàò áóâ
íàñëiäêîì ïåðøîãî, ó ÿêèõ ïðåäìåòíèìè çìiííèìè ¹ äiéñíi
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÷èñëà x ∈ R:
à) x > a i x > 3;
á) x2 + x− 6 = 0 i |x| < a;
â) |x| < a i x2 < 16;
ã) |x| < a i x2 − 2x+ 5 = 0;
ä) |x− 2| < a i |x2 − 4| < 5;
å) |x| > a i |x| > 4;
¹) x2 + 7x+ 12 = 0 i x− a > 2;
æ) |x+ 3| < a i |x2 − 5x| < 6.

112. Ñåðåä îäíîìiñíèõ ïðåäèêàòiâ A(x), B(x), C(x), D(x), çàäàíèõ
íà ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë, ïðåäèêàò A(x) ¹ àëãåáðà¨÷íèì
ðiâíÿííÿì, à ïðåäèêàòè (A(x) → B(x)) → C(x) òà (B(x) →
→ C(x)) → D(x) òîòîæíî õèáíi. Äîâåñòè, ùî A(x) ¹ ðiâíÿí-
íÿì ïàðíîãî ñòåïåíÿ.

113. Â òåëåäåáàòàõ íàðîäíèé äåïóòàò Ìiðîøíi÷åíêî âiäìiòèâ:

”
Êðàùå çàëèøèòè íåïîêàðàíîþ âèííó ëþäèíó, ÷èì ïîêàðàòè
íåâèííó“. Çàïèñàòè ¨¨ â ñèìâîëi÷íié ôîðìi òà âêàçàòè ðiâíî-
ñèëüíó ¨é, áiëüø ïðîñòó çà ôîðìîþ.
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4.9 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

� 92.
a), á), â), ã), å), ¹), æ), ç), è), i), ¨).
� 93.
a) D = R; I = (−1; 1) (ìàë. 1.13).

Ìàë. 1.13.

á) D = R; I = R (ìàë. 1.14).

Ìàë. 1.14.

â) D = R; I = {0; 4} (ìàë. 1.15).

Ìàë. 1.15.

ã) D = R× R; I = R× R, (ìàë. 1.16).

Ìàë. 1.16.
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Ìàë. 1.17.

ä) D = [1; +∞)× R; I = {(x; y)|x > 1 ∧ y 6
√
x− 1} (ìàë. 1.17).

e) D = R; I = [−1; 7]} (ìàë. 1.18).

Ìàë. 1.18.

¹) D = [0; +∞); I = [0; 1]} (ìàë. 1.19).

Ìàë. 1.19.

æ) D = R× R; I = {(x; y)||x| = |y|}} (ìàë. 1.20).

Ìàë. 1.20.

ç) D = R× R; I = {(x; y)|x2 + y2 6 4}} (ìàë. 1.21).
è) D = R× [0; +∞); I = {(x; y)|x+

√
y = 5}} (ìàë. 1.22).

� 94.
a) (∃x ∈ Q)(x ∈ Z);

á) (∃x ∈ Z)(x
...2 ∧ x

...12);
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Ìàë. 1.21.

Ìàë. 1.22.

â) (∃p ∈ P )(∃k ∈ N)(p = k2), äå P � ìíîæèíà âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë;

ã) (∀n ∈ N)(n
...10→ n

...5).
Âñi âèñëîâëåííÿ iñòèííi.
� 95.
DA1

= R; IA1
= (1; +∞); DA2

= [0; +∞]; IA2
= (0; 4);

à) D = [0; +∞); I = (1; 4);
á) D = [0; +∞); I = [0; 4);
â) D = [0; +∞); I = (1; +∞);
ã) D = [0; +∞); I = (1; 4);
ä) D = [0; +∞); I = [0; 1] ∪ [4; +∞);
å) D = [0; +∞); I = [4; +∞).
� 96.
à)

”
Ïðîñòå ÷èñëî íåïàðíå“� õèáíå;

á)
”
Ïðîñòå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà íåïðîñòå ÷èñëî“� õèáíå;

â)
”
×èñëî, ùî äiëèòüñÿ íà ïàðíå ÷èñëî, ¹ ïàðíèì“�iñòèííå;
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ã)
”
Öiëå ÷èñëî ¹ äiëüíèêîì äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà“� iñòèííå;

ä)
”
Iñíó¹ öiëèé äiëüíèê äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë“� iñòèííå;

å)
”
Iñíó¹ ïàðíå ïðîñòå ÷èñëî“� iñòèííå;

¹)
”
Âñi ÷èñëà ïðîñòi i öiëi“� õèáíå.

� 97.
à) (∀m,n ∈ N)(∃k ∈ N)S(m,n, k) � iñòèííå;
á) (∀m,n, k ∈ N)(S(m,n, k)→ S(m,n, k)) � iñòèííå;
â) (∀m,n ∈ N)(∃k ∈ N)P (m,n, k) � iñòèííå;
ã) (∀m,n ∈ N)(P (m,n, k)→ P (m,n, k)) � iñòèííå;
ä) (∀m, k ∈ N)(∃n ∈ N)S(n,m, k) � õèáíå;
å) (∀m, k ∈ N)(∃n ∈ N)P (m,n, k) � õèáíå;
¹) (∀m,n ∈ N)(M(m,n)↔ (∃k ∈ N)S(m, k, n)) � iñòèííå;
æ) (∀m ∈ N)(K(m)↔ (∃k, l ∈ N)(M(k,m)∧M(l,m)∧P (k, l,m)))

� iñòèííå.
� 98 (ìàë. 1.23).

Ìàë. 1.23.

� 99.
à) (∃x ∈ X)A(x);
á) (∃x ∈ X)A(x) ∧ (∀y ∈ X)(A(y)→ A(x) = A(y));
â) (∃x, y ∈ X)(x 6= y ∧A(x) ∧A(y));
ã) (∃x, y ∈ X)(x 6= y ∧ A(x) ∧ A(y)) ∧ (∀z ∈ X)((z 6= x ∧ z 6= y ∧

∧A(z))⇒ (A(z) = A(x) ∨A(z) 6= A(y))).
� 100.
à) IA = IB = D;
á) IA ∪ IB = D;
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â) IA ∪ IB = D; IA ∩ IB = ∅;
ã) IA = IB = ∅;
ä) IA = D, IB = ∅;
å) (IA ∩ IB) ∪ (IA ∩ IB) = D;
¹) IB ⊂ IA;
æ) IA = IB = ∅;
ç) IA ∩ IB = ∅;
è) IA = D; IB = ∅.
Ñëîâåñíî:
à) A(x), B(x) � òîòîæíî iñòèííi ïðåäèêàòè;
á) (A(x)→ B(x)) � òîòîæíî iñòèííèé ïðåäèêàò;
â) (A(x)→ B(x)) � òîòîæíî iñòèííèé ïðåäèêàò;
ã) A(x), B(x) � òîòîæíî õèáíi ïðåäèêàòè;
ä) A(x) � òîòîæíî iñòèííèé, à B(x) � òîòîæíî õèáíèé ïðåäè-

êàòè;
å) (A(x)→ B(x)), (A(x)→ B(x)) � òîòîæíî iñòèííi ïðåäèêàòè;
¹) B(x)→ A(x) � òîòîæíî iñòèííèé ïðåäèêàò;
æ) A(x), B(x) � òîòîæíî õèáíi ïðåäèêàòè;
ç) A(x)→ B(x) � òîòîæíî iñòèííèé ïðåäèêàò;
è) A(x) � òîòîæíî iñòèííèé, B(x) � òîòîæíî õèáíèé ïðåäèêàòè.
� 101.
à) (∀x, z ∈ R)(∃y ∈ R)(x < y ∧ y < z) � õèáíå;
á) (∃t ∈ Q)(t2 − 10 = 0) � iñòèííå;
â) (∃t0 ∈ Z)(t0 < 0 ∧ (∀t ∈ Z)(t < 0 ∧ t 6= t0 → t < t0)) � iñòèííå;
ã) (∃k, l ∈ Z)(k < l ∧ (∀m ∈ Z)(k 6 m ∧m 6 l → k = m ∨m = l))

� iñòèííå;
ä) (∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n 6= n0 → n < n0) � õèáíå;
e) (∃x0, y0 ∈ R)(x0 − 2y0 = 0 ∧ 3x0 = 6y0 + 1) � iñòèííå;
¹) (∀n ∈ N)(∃k ∈ N)(k < n) � õèáíå.
� 102.
à) (∀x ∈ R)(∃y ∈ R)(x+ y = y ∨ xy 6= x) � õèáíå.
á) (∃x, y ∈ R)(x2 + y2 6 0) � iñòèííå;
â) (∃x, y ∈ R)(x+ y =

√
x2 + y2) � iñòèííå;

ã) (∃x, y ∈ R)(x > y ∧ y > x) � iñòèííå;
ä) (∃x, y, k ∈ Z)(D(m; k) ∧D(n; k) ∧D(m+ n; k)) � iñòèííå.
� 103.
á) Âñi òðè ïðåäìåòíi çìiííi çâ'ÿçàíi;
ã) Ïðåäìåòíà çìiííà çâ'ÿçàíà;
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ä) x, y � çâ'ÿçàíi ïðåäìåòíi çìiííi, z � âiëüíà ïðåäìåòíà çìiííà;
å) u, v, t � çâ'ÿçàíi ïðåäìåòíi çìiííi, ïðè÷îìó v � çâ'ÿçàíà â

ïåðøié ÷àñòèíi ôîðìóëè; â äðóãié ÷àñòèíi ôîðìóëè v � âiëüíà ïðå-
äìåòíà çìiííà;

æ) x, z � çâ'ÿçàíi ïðåäìåòíi çìiííi, à y, v � âiëüíi ïðåäìåòíi
çìiííi.

� 104.
Âêàçiâêà. Íåõàé A � ìíîæèíà âñiõ ãðîìàäÿí, ùî íå ¹ ñëóæáîâ-

öÿìè, B � ìíîæèíà âñiõ ñëóæáîâöiâ, D(x) =
”
äëÿ x äîçâîëåíî“,

D(x) =
”
äëÿ x çàáîðîíåíî“. Òîäi ñèìâîëüíèé çàïèñ ôðàçè òàêèé:

(∀x ∈ A)(D(x) → D(x)) → (∀x ∈ B)(D(x) → D(x)). Î÷åâèäíî, ùî
ÿê îáèäâi ÷àñòèíè ôðàçè, òàê i âñÿ ôðàçà iñòèííi âèñëîâëåííÿ.

� 105.
Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ëîãi÷íèé çàêîí (∃x ∈ D)Φ(x) ⇔ (∀x ∈

∈ D)Φ(x), äå Φ(x) =
”
x � ÷îðíà âîðîíà“, D={áiëà âîðîíà}.

� 106.
á) � ðiâíîñèëüíi; à), â), ã) � íå ðiâíîñèëüíi.
� 107.
à) (∀x)(Φ(x)→ Ψ(x))⇒ ((∀x)Φ(x)→ (∀x)Ψ(x));
á) êîæíà ç ôîðìóë ïàðè ¹ íàñëiäêîì iíøî¨ ôîðìóëè öi¹¨ ïàðè;
â) ((∃x)Φ(x)→ (∃x)Ψ(x))⇒ (∃x)(Φ(x)→ Ψ(x));
ã) ((∃x)Φ(x)→ (∀x)Ψ(x))⇒ (∀x)(Φ(x)→ Ψ(x)).
� 108.
Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âiäîìi çàêîíè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ (ïóíêò

4.6).
� 109

(∀n ∈ N)(n
...2∧n > 4→ (∃k, l ∈ N)(k

...2∧l
...2∧S(k)∧S(l)∧n = k+l)),

äå S(m) =
”
m � ïðîñòå ÷èñëî“.

� 110
à) D = R× R, I = {(x; y)|x− y < 0 ∧ x > 0} (ìàë. 1.24),
á) D = R×R, I = {(x; y)|(x2 +y2 6 4→ x2 +y2 < 1)} (ìàë. 1.25),
â) D = R× R, I = {(x; y)|x2 + y2 = 1 ∨ x < 0} (ìàë. 1.26),
ã)D = {(x; y)|xy > 0∧x, y ∈ R}, I = {(x; y)|x2+y2 = 4∨√xy > 1}

(ìàë. 1.27),
ä) D = R× R, I = {(x; y)|x2 + y2 > 1 ∨ xy > 0} (ìàë. 1.28),
å)D = {(x; y)|xy 6= 0∧x, y ∈ R}, I = {(x; y)|x2+y2 > 4↔ xy < 0}

(ìàë. 1.29).
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Ìàë. 1.24.

Ìàë. 1.25.

� 111.
a) a > 3;
á) a > 3;
â) a < 4;
ã) a < 0;
ä) 0 6 a 6 1;
å) a > 4;
¹) a < −6;
æ) a < 0.
Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè âêëþ÷åííÿ IA ⊂ IB äëÿ ëîãi÷íîãî ñëi-

äóâàííÿ A(x) ⇒ B(x) ïðåäèêàòiâ A(x), B(x), ÿêi ìàþòü ñïiëüíó
îáëàñòü iñíóâàííÿ.

� 112
Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî äëÿ òîòîæíî õè-

áíîãî ïðåäèêàòà (a(x) → b(x)) ïðåäèêàò a(x) òîòîæíî iñòèííèé, à
ïðåäèêàò b(x) òîòîæíî õèáíèé, ÿêùî öi ïðåäèêàòè a(x), b(x) ìàþòü
ñïiëüíó îáëàñòü iñíóâàííÿ. Â ðåçóëüòàòi öüîãî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî
â äàíié âïðàâi ðiâíÿííÿ A(x) íåñóìiñíå.

� 113
”
Ñëiä êàðàòè âèííó ëþäèíó“.
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Ìàë. 1.26.

Ìàë. 1.27.

Ìàë. 1.28.

Ìàë. 1.29.
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5 Áiíàðíi âiäíîøåííÿ

5.1. Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî áiíàðíi âiäíîøåííÿ.
5.2 Çàäàííÿ òà çîáðàæåííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü.
5.3. Îïåðàöi¨ íàä áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè.
5.4. Äåÿêi âëàñòèâîñòi îäíîðiäíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü.
5.5. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà éîãî çâ'ÿçîê ç ðîçáèòòÿì

ìíîæèíè; ôàêòîð-ìíîæèíà; äåÿêi óçàãàëüíåííÿ.
5.6. Âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó; âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà òà ¨¨ îñîáëèâi

åëåìåíòè; äåÿêi óçàãàëüíåííÿ.
5.7. Îäíîçíà÷íi âiäíîøåííÿ òà ¨õ âèäè; çâ'ÿçîê ç åêâiâàëåíòíi-

ñòþ; äåÿêi óçàãàëüíåííÿ.
5.8. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
5.9. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

5.1 Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî áiíàðíi âiäíîøåííÿ

1. Âiäîìî, ùî ìàòåìàòèêà ç àáñòðàêòíî¨ òî÷êè çîðó âèâ÷à¹ âëà-
ñòèâîñòi îá'¹êòiâ òà ðiçíîìàíiòíi çâ'ÿçêè ìiæ öèìè îá'¹êòàìè. I òàêå
âèâ÷åííÿ ïðèðîäí¹, îñêiëüêè êîæíèé îá'¹êò âîëîäi¹ ïåâíèìè âëà-
ñòèâîñòÿìè � öå ç îäíîãî áîêó, i, ç äðóãîãî áîêó, òi ÷è iíøi îá'¹êòè
áåçïåðå÷íî çíàõîäÿòüñÿ ìiæ ñîáîþ â ïåâíîìó çâ'ÿçêó. Ðàçîì iç òèì,
¨õ âèâ÷åííÿ âàæëèâå íå ëèøå äëÿ ñàìî¨ ìàòåìàòèêè, äëÿ òåîðå-
òè÷íèõ äîñëiäæåíü (÷è, ìîæëèâî, ëèøå ç ÷èñòî¨ öiêàâîñòi � äëÿ
çàäîâîëåííÿ âëàñíî¨ äîïèòëèâîñòi). Àäæå âîíî âàæëèâå, ÿê ïðà-
âèëî, i äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü. Ðîçãëÿíåìî öi ïîíÿòòÿ âëà�
ñòèâîñòåé îá'¹êòiâ òà çâ'ÿçêiâ ìiæ íèìè ç áiëüø çàãàëüíî¨ �
òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ � òî÷êè çîðó.

2. Íåõàé A � äîâiëüíà ìíîæèíà äåÿêèõ åëåìåíòiâ.

Îçíà÷åííÿ 5.1.1. Âêàçàòè ïåâíó âëàñòèâiñòü, ÿêîþ âîëîäi�
þòü äåÿêi åëåìåíòè öi¹¨ ìíîæèíè, � öå îçíà÷à¹ íå ùî iíøå, ÿê
çàäàòè òàêó ïiäìíîæèíó A1 ⊂ A öi¹¨ ìíîæèíè A, â ÿêó âõîäÿòü
â òî÷íîñòi âñi åëåìåíòè ìíîæèíè A ç âêàçàíîþ âëàñòèâiñòþ.

3. Ïðèêëàäè.
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1) N � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Âëàñòèâiñòü
”
áóòè

ïàðíèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì“ ìîæíà çàäàòè ïiäìíîæèíîþ: N2 =
= {2n|n ∈ N} = {2, 4, 6, 8, 10, ..., 2n, ...} ⊂ N.

2) K = {ax2 + bx + c = 0|a, b, c ∈ R ∧ a 6= 0} � ìíîæèíà âñiõ
êâàäðàòíèõ ðiâíÿíü ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âëàñòèâiñòü

”
êâà-

äðàòíå ðiâíÿííÿ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ òî÷íî îäèí êîðiíü“
ìîæíà çàäàòè ïiäìíîæèíîþ: K1 = {ax2 + bx + c = 0|a, b, c ∈
∈ R ∧ a 6= 0 ∧ b2 − 4ac = 0} ⊂ K.

3) A � ìíîæèíà âñiõ ñòóäåíòiâ ó äàíié àóäèòîði¨. Âëàñòèâiñòü

”
ìàòè çðiñò, ÿêèé ïåðåâèùó¹ 180 ñì“ ñòóäåíòiâ öi¹¨ àóäèòîði¨ ìîæíà
çàäàòè ïiäìíîæèíîþ: A1 = {s ∈ A|180cì < l(s)} ⊂ A, äå l(s) � öå
ïîçíà÷åííÿ çðîñòó ñòóäåíòà s.

4. Íåõàé A×B df
= {(a; b)|a ∈ A∧ b ∈ B} � äåêàðòiâ äîáóòîê ìíî-

æèí A i B. ßê áóëî ââåäåíî ðàíiøå, A×B � öå ìíîæèíà âñiõ, òàê
çâàíèõ, âïîðÿäêîâàíèõ ïàð (a; b) åëåìåíòiâ a ∈ A i b ∈ B, ÿêi iíîäi
íàçèâàþòü ïåðøîþ i âiäïîâiäíî äðóãîþ êîìïîíåíòîþ âïîðÿä�
êîâàíî¨ ïàðè.

Îçíà÷åííÿ 5.1.2. Âêàçàòè áiíàðíèé çâ'ÿçîê ρ ìiæ åëåìåíòà�
ìè öèõ äâîõ ìíîæèí A i B � öå ç òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ òî÷êè
çîðó îçíà÷à¹ íå ùî iíøå, ÿê çàäàòè ïiäìíîæèíó ρ ⊂ A × B âñiõ
òàêèõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð (a; b) äåêàðòîâîãî äîáóòêó A × B ìíî�
æèí A i B åëåìåíòiâ a ∈ A i b ∈ B, ÿêi ïåðåáóâàþòü ó öüîìó
çâ'ÿçêó ρ, ùî iíîäi ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê aρb.

Îòæå, ρ
df
= {(a; b)|a ∈ A ∧ b ∈ B ∧ aρb} ⊂ A×B.

Çàìiñòü ñëiâ
”
áiíàðíèé çâ'ÿçîê“ áóäåìî, ÿê ïðàâèëî, âæèâà-

òè ñëîâà
”
áiíàðíå âiäíîøåííÿ“ àáî, iíîäi,

”
áiíàðíà âiäïîâiäíiñòü“

(ñëîâî
”
áiíàðíèé“ âêàçó¹ íà òå, ùî ìà¹ìî ñïðàâó ç äâîìà îá'¹êòàìè;

ó çâ'ÿçêó ç öèì çãàäàéòå òåðìií ç ôiçèêè
”
áiìåòàëi÷íà ïëàñòèíêà“,

òîáòî ïëàñòèíêà, ÿêà óòâîðåíà ç äâîõ ìåòàëiâ). Îòæå, ìà¹ìî òàêå,
áiëüø êîðîòêå îçíà÷åííÿ:

Îçíà÷åííÿ 5.1.3. Áiíàðíèì âiäíîøåííÿì ìiæ åëåìåíòàìè
ìíîæèí A òà B íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî
äîáóòêó A×B öèõ ìíîæèí, òîáòî ñèìâîëi÷íî ìà¹ìî: ρ � áiíàðíå

âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí A i B
df⇐⇒ ρ ⊂ A×B.
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Çàóâàæåííÿ. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ òåðíàð-
íîãî âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè òðüîõ ìíîæèí i, â çàãàëüíîìó
âèïàäêó, n-àðíîãî âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè n ìíîæèí, äå n ∈ N
� äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî (íàâiòü êîëè n = 1).

5. Ó òîìó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíè A i B, íà ÿêèõ ðîçãëÿäà¹-
òüñÿ áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B, ñïiâïàäàþòü ìiæ ñîáîþ, òîáòî
A = B, òî òàêå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íàçèâàþòü îäíîðiäíèì áiíàð�
íèì âiäíîøåííÿì ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè A; ó âèïàäêó, êîëè
A 6= B, áiíàðíå âiäíîøåííÿ íàçèâàþòü íåîäíîðiäíèì.

6. Áiíàðíi âiäíîøåííÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó áóäåìî ïîçíà-
÷àòè ìàëèìè áóêâàìè ãðåöüêîãî àëôàâiòó (iíîäi ç iíäåêñàìè):
ρ, ϕ, ψ, χ, ..., ρ1, ϕ1, ψ1, χ1, .... Òå, ùî åëåìåíò a çíàõîäèòüñÿ ó âiäíî-
øåííi ρ ç åëåìåíòîì b, ìè, ÿê ïðàâèëî, ïðèòðèìóþ÷èñü òåîðåòèêî-
ìíîæèííî¨ ñèìâîëiêè, áóäåìî ïîçíà÷àòè (a; b) ∈ ρ çàìiñòü ïîçíà÷å-
ííÿ aρb . Ïðàâäà, îñòàííÿ ôîðìà ïîçíà÷åííÿ íàìè áóäå âæèâàòèñü
òîäi, êîëè äëÿ êîíêðåòíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ iñíó¹ ïåâíèé çà-

ãàëüíîïðèéíÿòèé ñèìâîë, íàïðèêëàä, a < b, a ‖ b, a ⊥ b, a
...b i ò.ï.

7. Ïðèêëàäè.

1. Âiäíîøåííÿ
”
ìåíøå <“ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí A =

= {1, 2, 3, 4, 5} i B = {3, 5} ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi âïîðÿä-
êîâàíèõ ïàð ÷èñåë (a; b), äå a ∈ A, b ∈ B, òàêèì ÷èíîì:

< = {(1; 3), (1; 5), (2; 3), (2; 5), (3; 5), (4; 5)}.

2. Âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi íà ìíîæèíi A = {1, 2, 3, 4} ìàòèìå
âèãëÿä òàêî¨ ìíîæèíè âïîðÿäêîâàíèõ ïàð:

... = {(1; 1), (2; 1), (2; 2), (3; 1), (3; 3), (4; 1), (4; 2), (4; 4)} ⊂ A×A.

3. Âiäíîøåííÿ ρ =
”
a â ñóìi ç b ¹ ïàðíå ÷èñëî“ íà ìíîæèíi A =

= {1, 2, 3, 4} ìà¹ âèãëÿä òàêî¨ ìíîæèíè ïàð:

ρ = {(a; b)|a+ b � ïàðíå ÷èñëî} =

= {(1; 1), (1; 3), (3; 1), (2; 2), (2; 4), (3; 3), (4; 2), (4; 4)} ⊂ A×A.
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4. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ ϕ
df
= {(x; y)|y = x2} ⊂ R × R ìiæ åëå-

ìåíòàìè ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë çàäà¹, ãîâîðÿòü, êâàäðàòè÷íó
ôóíêöiþ y = x2 íà ìíîæèíi R.

Çàóâàæåííÿ. Âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A × B, çàäàíå ïðåäèêàòîì
Φ(x, y), äå x ∈ A, y ∈ B, iíîäi áóäåìî çàïèñóâàòè ÿê ìíîæèíó
iñòèííîñòi öüîãî ïðåäèêàòà ó âèãëÿäi ðiâíîñòi: ρ = {(x; y)|Φ(x, y)} ⊂
⊂ A × B, à iíîäi � â ñêîðî÷åíié ôîðìi, ó âèãëÿäi ðiâíîñòi:
ρ =

”
Φ(x, y)“, äå x ∈ A, y ∈ B.

8. Ââåäåìî âàæëèâi ïîíÿòòÿ çðiçó âiäíîøåííÿ ïî åëå�
ìåíòó i, ÿê óçàãàëüíåííÿ, çðiçó ïî ïiäìíîæèíi.

Íåõàé ρ ⊂ A × B � áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíî-
æèí A òà B, i a ∈ A, A1 ⊂ A � äîâiëüíi åëåìåíò òà âiäïîâiäíî
ïiäìíîæèíà ìíîæèíè A.

Îçíà÷åííÿ 5.1.4. Ïiäìíîæèíà ρ〈a〉 ⊂ B ìíîæèíè B íàçèâà¹�
òüñÿ çðiçîì âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B ïî åëåìåíòó a ∈ A ìíîæèíè A,
ÿêùî ρ〈a〉 ìiñòèòü âñi òàêi åëåìåíòè b ∈ B, ùî (a; b) ∈ ρ, òîáòî
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ρ〈a〉 df= {b ∈ B|(a; b) ∈ ρ} ⊂ B.

Ñèìâîëi÷íî ìà¹ìî òàêå îçíà÷åííÿ: ρ〈a〉 � çðiç âiäíîøåííÿ ρ ⊂
⊂ A×B ïî åëåìåíòó a ∈ A df⇐⇒ ρ〈a〉 df= {b ∈ B|(a; b) ∈ ρ} ⊂ B.

Îçíà÷åííÿ 5.1.5. Ïiäìíîæèíà ρ̆(A1) ⊂ B ìíîæèíè B íàçèâà�
¹òüñÿ çðiçîì âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B ïî ïiäìíîæèíi A1 ⊂ A ìíîæè�

íè A, ÿêùî âîíà ¹ îá'¹äíàííÿì
⋃
a∈A1

ρ〈a〉 çðiçiâ ïî âñiì åëåìåíòàì

ïiäìíîæèíè A1 ⊂ A, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ρ̆(A1)
df
= {b ∈

∈ B|(∃a ∈ A1)b ∈ ρ〈a〉} ⊂ B.

Îòæå, ñèìâîëi÷íèé çàïèñ öüîãî îçíà÷åííÿ ìàòèìå âèãëÿä:
ρ̆(A1) ⊂ B � çðiç âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A × B ïî ïiäìíîæèíi (A1) ⊂
⊂ A df⇐⇒ ρ̆(A1)

df
=
⋃
a∈A1

ρ〈a〉 df= {b ∈ B|(∃a ∈ A1 ⊂ A)(a; b) ∈ ρ} ⊂ B.

Î÷åâèäíî, ùî çðiç ρ〈a〉 âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B ïî åëåìåíòó a ∈ A
ìîæíà âèðàçèòè i ÿê çðiç ïî ïiäìíîæèíi {a} ⊂ A, à ñàìå: p〈a〉 =
= p̆({a}).
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9. Ââåäåìî òàêîæ i âàæëèâi äëÿ ïîäàëüøîãî ïîíÿòòÿ ïðîåêöié
áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ, ÿêi òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ïîíÿòòÿìè çðiçiâ öüî-
ãî âiäíîøåííÿ.

Íåõàé ρ ⊂ A×B � áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí
A i B.

Îçíà÷åííÿ 5.1.6. Ïåðøîþ ïðîåêöi¹þ (àáî îáëàñòþ âèçíà÷åí�
íÿ) öüîãî âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A × B íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïiäìíîæèíà
pr1ρ ⊂ A ìíîæèíè A, ÿêà ìiñòèòü òî÷íî âñi ïåðøi êîìïîíåíòè
âïîðÿäêîâàíèõ ïàð, ÿêi óòâîðþþòü âiäíîøåííÿ ρ.

Oòæå, ñèìâîëi÷íî ìà¹ìî: (pr1ρ � ïåðøà ïðîåêöiÿ (îáëàñòü âè-

çíà÷åííÿ) âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B df⇐⇒ pr1ρ
df
= {a ∈ A|(∃b ∈ B)(a; b) ∈

∈ p} ⊂ A.

Îçíà÷åííÿ 5.1.7. Äðóãîþ ïðîåêöi¹þ (àáî îáëàñòþ çíà÷åíü)
öüîãî âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïiäìíîæèíà pr2ρ ⊂
⊂ B ìíîæèíè B, ÿêà ìiñòèòü òî÷íî âñi äðóãi êîìïîíåíòè âïî�
ðÿäêîâàíèõ ïàð, ÿêi óòâîðþþòü âiäíîøåííÿ ρ.

Îòæå, ñèìâîëi÷íî ìà¹ìî: pr2ρ � äðóãà ïðîåêöiÿ (îáëàñòü çíà-

÷åíü) âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A × B df⇐⇒ pr2p
df
= {b ∈ B|(∃a ∈ A)(a; b) ∈

∈ p} ⊂ B.
Ïðèêëàäè (äèâ. íà ñòîðiíöi 180).
1. Âiäíîøåííÿ ρ1 ⊂ A×B =

”
a ìåíøå b“ ìiæ åëåìåíòàìè ìíî-

æèí A = {1, 2, 3, 4, 5} i B = {3, 5}. Ìà¹ìî:
ρ1〈2〉 = {3, 5}; ρ1〈4〉 = {5}; ρ1〈5〉 = ∅;
ρ̆1({4, 5}) = {5}; pr1ρ1 = A; pr2ρ1 = B.
2) Âiäíîøåííÿ π ⊂ A × A =

”
a äiëèòüñÿ íà b“ ìiæ åëåìåíòà-

ìè ìíîæèíè A = {1, 2, 3, 4}. Ìà¹ìî: π〈2〉 = {1, 2}; π〈4〉 = {1, 2, 4};
π̆({2, 3}) = {1, 2, 3}; pr1π = pr2π = {1, 2, 3, 4}.

3) Âiäíîøåííÿ ϕ = {(x; y)|y = x2} ⊂ R × R ìiæ åëåìåíòàìè
ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå çàäà¹ êâàäðàòè÷íó ôóíêöiþ y = x2

íà R. Ìà¹ìî: ϕ〈5〉 = {25}; ϕ〈1〉 = ϕ〈−1〉 = {1}; ϕ̆({2, 3,−3}) =
= {4, 9}; pr1ϕ = R; pr2ϕ = [0,+∞) ⊂ R.

10. Çàâåðøóþ÷è ðîçãëÿä ïèòàííÿ ïðî ââåäåííÿ íàéïðîñòiøèõ
ïîíÿòü ïðî áiíàðíi âiäíîøåííÿ, çàçíà÷èìî íàñòóïíå. ßê âiäìi÷àëî-
ñÿ ðàíiøå, ãðóïà ôðàíöóçüêèõ ìàòåìàòèêiâ Áóðáàêi íàìàãàëàñÿ âñþ
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ìàòåìàòèêó, âñi ¨¨ ðîçäiëè âèêëàñòè ç ¹äèíî¨ òî÷êè çîðó, âèõîäÿ÷è
ç îñíîâ òåîði¨ ìíîæèí, òîáòî áàçóþ÷èñü íà òåîðåòèêî-ìíîæèííié
îñíîâi. I, áåçïåðå÷íî, öå ¨ì â çíà÷íié ìiði âäàëîñÿ. Ðàçîì iç òèì
ñëiä âiäìiòèòè âåëè÷åçíó çàñëóãó Áóðáàêi i â òîìó, ùî, ÿê âiä-
ìi÷åíî â ïóíêòàõ 1 � 5, òàêi çäàâàëîñÿ á äàëåêi ïîíÿòòÿ âiä ìàòå-
ìàòèêè, ÿê âëàñòèâîñòi îá'¹êòiâ òà çâ'ÿçêè ìiæ íèìè, òåæ âäà¹òüñÿ
âèêëàñòè ç òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ òî÷êè çîðó � ó âèãëÿäi ïåâíèõ
ìíîæèí. Çàâäÿêè öüîìó âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé îá'¹êòiâ òà çâ'ÿçêiâ
ìiæ íèìè ìîæíà çâåñòè äî âèâ÷åííÿ ïåâíèõ ìíîæèí, ÿêi ìîæíà, ãî-
âîðÿòü, íàî÷íî ïîáà÷èòè, ïðîãëÿíóòè,

”
ïðîùóïàòè“ ïîåëåìåíòíî.

Àäæå ìíîæèíè � öå òåæ ïåâíi îá'¹êòè, à íå ùîñü åôåìåðíå, êîëè
âæèâà¹ìî òàêi âàæëèâi òåðìiíè, ÿê

”
âëàñòèâîñòi“,

”
çâ'ÿçêè“!

5.2 Çàäàííÿ òà çîáðàæåííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü

1. Oñêiëüêè áiíàðíi âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè çàäàíèõ ìíî-
æèí A,B íàìè òðàêòóþòüñÿ ÿê ïiäìíîæèíè äåêàðòîâîãî äîáóòêó
A × B öèõ ìíîæèí, òî ñïîñîáè çàäàííÿ i çîáðàæåííÿ öèõ âiäíî-
øåíü ìîæíà ââàæàòè àíàëîãi÷íèìè òèì ñïîñîáàì, ÿêi ââîäèëèñÿ
äëÿ ìíîæèí.

Òàê, ó âèïàäêó ñêií÷åííèõ ìíîæèí A,B âiäïîâiäíi áiíàðíi
âiäíîøåííÿ ÿê ïiäìíîæèíè ρ ⊂ A×B äåêàðòîâîãî äîáóòêó ìíîæèí
A i B ìîæíà çàäàâàòè ïåðåëiêîì âñiõ òèõ âïîðÿäêîâàíèõ
ïàð åëåìåíòiâ (a; b), äå a ∈ A, b ∈ B , ùî âõîäÿòü ó âiäïîâiäíå
âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B (ïðèêëàäè çàäàííÿ òàêèõ âiäíîøåíü íàâåäåíi
ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi â ïóíêòàõ 7, 9).

2. Ñõåìàòè÷íî áiíàðíi âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B iíîäi çîáðàæàþòü
ó âèãëÿäi ÷àñòèí ïðÿìîêóòíèêà, ñòîðîíè ÿêîãî âiäïîâiäàþòü ìíî-
æèíàì A, B, à ñàì ïðÿìîêóòíèê ¹ çîáðàæåííÿì äåêàðòîâîãî äîáó-
òêó öèõ ìíîæèí. Òàêå çîáðàæåííÿ äåùî íàãàäó¹ äiàãðàìó Âåííà�
Åéëåðà äëÿ çîáðàæåííÿ ìíîæèí. Íà òàêîìó ìàëþíêó (äèâ. ìà-
ëþíîê 1.30) ìîæíà çîáðàçèòè çðiçè áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ, ïåðøó
i äðóãó ïðîåêöi¨ âiäíîøåííÿ. Ç ìàëþíêà ÿêðàç i ìîæíà çðîçóìiòè
íàçâè

”
çðiç“,

”
ïðîåêöiÿ“ òîùî.

3. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B ìiæ åëåìåíòàìè ñêií÷åííèõ
ìíîæèí A = {a1, a2, ..., an} i B = {b1, b2, ..., bm} ìîæíà ïîäàòè i ÿê
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Ìàë. 1.30.

ìàòðèöþ-òàáëèöþ ç n ðÿäêiâ i m ñòîâïöiâ.
Çàïèñóþ÷è íà ïåðåòèíi i-òîãî ðÿäêà òà j-òîãî ñòîâïöÿ îäèíèöþ

1, ÿêà îçíà÷à¹ T (iñòèíó), ÿêùî (ai; bj) ∈ ρ, i íóëü 0, ÿêèé îçíà÷à¹
F (õèáó), ÿêùî (ai; bj) /∈ ρ. Òàê, íàïðèêëàä, âiäíîøåííÿ ρ1 =

”
a

ìåíøå b“ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí A = {1, 2, 3, 4, 5} i B = {3, 5}
(äèâ. ïóíêòè 7, 9 ïàðàãðàôó 5.1) ïðåäñòàâèòüñÿ ìàòðèöåþ (äèâ.
ìàëþíîê 1.31).

4. Iíîäi áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A×B ìiæ åëåìåíòàìè ñêií-
÷åííèõ ìíîæèí A i B çàäàþòü ó âèãëÿäi òàáëèöi, â îäíîìó ðÿä-
êó ÿêî¨ ïåðåëi÷óþòü âñi åëåìåíòè ìíîæèíè A, à â äðóãîìó ¨¨ ðÿäêó
� âiäïîâiäíi öèì åëåìåíòàì çðiçè äàíîãî âiäíîøåííÿ ïî êîæíî-
ìó ç öèõ åëåìåíòiâ. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ òîãî æ ñàìîãî âiäíîøå-

Ìàë. 1.31.
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ííÿ ρ1 =
”
a ìåíøå b“ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí A = {1, 2, 3, 4, 5} i

B = {3, 5}, ðîçãëÿíóòîãî âèùå, òàáëè÷íå çàäàííÿ öüîãî âiäíîøåííÿ
ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

ai 1 2 3 4 5
ρ1〈ai〉 {3, 5} {3, 5} {5} {5} ∅

5. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ñêií÷åííèõ ìíîæèí
ìîæíà çîáðàçèòè ãðàôi÷íî ó âèãëÿäi äâîõ îáëàñòåé, ùî ìi-
ñòÿòü òî÷êè, ÿêi âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì öèõ ìíîæèí i ç'¹äíóþòüñÿ
íàïðÿìëåíèìè còðiëêàìè, ùî âiäïîâiäàþòü âïîðÿäêîâàíèì ïàðàì
åëåìåíòiâ ìíîæèí, ÿêi íàëåæàòü öüîìó âiäíîøåííþ (äèâ. ìàëþíîê

Ìàë. 1.32.

1.32, ÿêèé âiäïîâiäà¹ òîìó æ ñàìîìó âiäíîøåííþ ρ1 =
”
a ìåíøå b“

ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí A = {1, 2, 3, 4, 5} i B{3, 5}, ðîçãëÿíóòèõ
âèùå).

6. Îäíîðiäíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ p ⊂ A × A ìiæ åëåìåíòàìè
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè iíîäi çðó÷íî çîáðàçèòè òàê çâàíèì ãðàôîì
� ôiãóðîþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ òî÷îê � âåðøèí ãðàôà �
òà íàïðÿìëåíèõ äóã � ðåáåð ãðàôà, ÿêi ç'¹äíóþòü äåÿêi âåðøèíè
òà âêàçóþòü íà òi ïàðè åëåìåíòiâ, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ áiíàðíå âiä-
íîøåííÿ ρ. ßêùî ïàðà (a; a) íàëåæèòü âiäíîøåííþ, òî âiäïîâiäíà
äóãà ¹ ïåòëåþ. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi α =

”
a

äiëèòüñÿ íà b“, çàäàíîãî íà ìíîæèíi A = {1, 2, 3, 4} (äèâ. ïóíêò
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7 ïàðàãðàôà 5.1), âiäïîâiäíå çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ãðàôà ìàòèìå
òàêèé âèãëÿä, ÿê íà ìàëþíêó 1.33

Ìàë. 1.33.

7. ßêùî áiíàðíi âiäíîøåííÿ çàäàþòüñÿ íà ÷èñëîâèõ ìíîæèíàõ,
òî âiäïîâiäíi ¨ì çîáðàæåííÿ çäiéñíþþòüñÿ íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi
Oxy i íàçèâàþòüñÿ ãðàôiêàìè. ßêùî ρ � öå îäíå iç òàêèõ âiäíî-
øåíü, òî âiäïîâiäíèé ãðàôiê Gρ � öå ìíîæèíà âñiõ òàêèõ òî÷îê
M(x; y), ùî (x; y) ∈ ρ. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ îäíîðiäíîãî áiíàðíîãî
âiäíîøåííÿ p = {(x; y)|x+ y > 1} ⊂ R× R, çàäàíîãî íà ìíîæèíi R
äiéñíèõ ÷èñåë, âiäïîâiäíèì ãðàôiêîì Gρ, ëåãêî áà÷èòè, ¹ çîáðàæåí-
íÿ ïiâïëîùèíè, óòâîðåíî¨ ïðÿìîþ x+y = 1, ÿêà íå ìiñòèòü ïî÷àòîê
êîîðäèíàò êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè Oxy (äèâ. ìàëþíîê 1.34).

8. ßêùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A × B ìîæíà çàäàòè ïåðåëi-
êîì âñiõ ñâî¨õ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð åëåìåíòiâ, òî öå ìîæëèâî â òîìó
âèïàäêó, êîëè áàçîâi ìíîæèíè A i B öüîãî âiäíîøåííÿ ñêií÷åííi. Â
ïðîòèâíîìó âèïàäêó áiíàðíå âiäíîøåííÿ çàäàþòü ïåâíîþ õà�
ðàêòåðèñòè÷íîþ âëàñòèâiñòþ, ãîâîðÿòü, ïåâíèì ïðàâèëîì,
ùî âèðàæà¹òüñÿ äåÿêîþ ôîðìóëîþ àáî ñëîâåñíî i âêàçó¹, ÿêi ñà-
ìå ïàðè (a; b) åëåìåíòiâ a ∈ A i b ∈ B óòâîðþþòü âêàçàíå áiíàð-
íå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A × B. Íàé÷àñòiøå â ðîëi òàêî¨ õàðàêòå�
ðèñòè÷íî¨ âëàñòèâîñòi (ïðàâèëà) âèñòóïà¹ âèñëîâëþâàëü�
íà ôîðìà, ïåâíèé äâîìiñíèé ïðåäèêàò Φ(x, y) ç áàçèñíèìè
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Ìàë. 1.34.

ìíîæèíàìè A i B, îáëàñòþ iñòèííîñòi IΦ ÿêîãî ÿêðàç i ¹
öå áiíàðíå âiäíîøåííÿ, òîáòî: ρ = IΦ àáî, ùî òå æ ñàìå,
ρ = {(a; b)|Φ(a, b)} = {(a; b)|p(Φ(a, b)) = T}. Çðîçóìiëî, ùî îäíå i
òå æ ñàìå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìîæíà, ÿê ìè çíà¹ìî ç ïîïåðåäíüî¨
òåìè, âèðàæàòè ðiçíèìè ïðåäèêàòàìè, ÿêi ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíóòå âèùå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ =
= {(x; y)|x + y > 1} ⊂ R × R çàäàíî äâîìiñíèì ïðåäèêàòîì
Φ(x, y) =

”
x + y > 1“, ÿêèé ìîæíà çàìiíèòè iíøèì äîâiëüíèì

ðiâíîñèëüíèì ïðåäèêàòîì (íàïðèêëàä, ïðåäèêàòîì ψ(x, y) =
”
x2 +

+ y2 + 1 6 x3 + y3 + (1 + xy)(x+ y)“, äå x, y ∈ R).

5.3 Îïåðàöi¨ íàä áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè

1. Îñêiëüêè áiíàðíi âiäíîøåííÿ ìè ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ïiäìíîæèíè
äåêàðòîâîãî äîáóòêó äâîõ áàçèñíèõ ìíîæèí, òî äëÿ áiíàðíèõ âiäíî-
øåíü ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè âñi òi ïîíÿòòÿ, îïåðàöi¨, ÿêi ââîäèëè-
ñÿ äëÿ ïiäìíîæèí çàäàíî¨ ìíîæèíè. Òîìó, íàïðèêëàä, âiäíîøåííÿ
ðiâíîñòi, âêëþ÷åííÿ òà òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ äëÿ áiíàðíèõ
âiäíîøåíü ââîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íàâåäåìî äëÿ íèõ âiäïîâiäíi îçíà-
÷åííÿ.

2. Íåõàé ρ, ϕ ⊂ A × B � áiíàðíi âiäíîøeííÿ ìiæ åëåìåíòàìè
ìíîæèí A i B.
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Îçíà÷åííÿ 5.3.1. Âiäíîøåííÿ ρ i ϕ íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè ìiæ
ñîáîþ, ÿêùî âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ i òèõ ñàìèõ âïîðÿäêîâàíèõ
ïàð (a; b) åëåìåíòiâ a ∈ A i b ∈ B, òîáòî:

ρ = ϕ
df⇐⇒ (∀a ∈ A, b ∈ B)((a; b) ∈ ρ↔ (a; b) ∈ ϕ).

Îçíà÷åííÿ 5.3.2. Âiäíîøåííÿ ρ âêëþ÷à¹òüñÿ ó âiäíîøåííÿ ϕ,
òîáòî ρ ⊂ ϕ, ÿêùî äîâiëüíà ïàðà (a; b) åëåìåíòiâ a ∈ A, b ∈ B,
ÿêà íàëåæèòü ρ, íàëåæèòü i ϕ, òîáòî

ρ ⊂ ϕ df⇐⇒ (∀a ∈ A, b ∈ B)((a; b) ∈ ρ→ (a; b) ∈ ϕ).

Î÷åâèäíà òàêà ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü, ÿêà çâ'ÿçó¹ ðiâíiñòü âiä-
íîøåíü ç ¨õ âêëþ÷åííÿì: ρ = ϕ⇔ (ρ ⊂ ϕ ∧ ϕ ⊂ ρ).

Îçíà÷åííÿ 5.3.3. Ïåðåòèíîì áiíàðíèõ âiäíîøåíü ρ i ϕ íàçè�
âà¹òüñÿ òàêå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ∩ ϕ, êîæíà âïîðÿäêîâàíà ïàðà
(a; b) ÿêîãî íàëåæèòü âiäíîøåííÿì ρ, ϕ îäíî÷àñíî, òîáòî

ρ ∩ ϕ df
= {(a; b)|(a; b) ∈ ρ ∧ (a; b) ∈ ϕ} ⊂ A×B.

Îçíà÷åííÿ 5.3.4. Îá'¹äíàííÿì áiíàðíèõ âiäíîøåíü ρ i ϕ íàçè�
âà¹òüñÿ òàêå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ∪ ϕ, êîæíà âïîðÿäêîâàíà ïàðà
ÿêîãî íàëåæèòü õî÷à á îäíîìó ç âiäíîøåíü ρ, ϕ, òîáòî

ρ ∪ ϕ df
= {(a; b)|(a; b) ∈ ρ ∨ (a; b) ∈ ϕ} ⊂ A×B.

Îçíà÷åííÿ 5.3.5. Äîïîâíåííÿì áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ρ íàçè�
âà¹òüñÿ òàêå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ , êîæíà âïîðÿäêîâàíà ïàðà
(a; b) ∈ A×B ÿêîãî íå íàëåæèòü âiäíîøåííþ ρ, òîáòî:

ρ
df
= {(a; b)|(a; b) ∈ A×B ∧ (a; b) /∈ ρ} ⊂ A×B.

×åðåç öi òðè îñíîâíi òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ ïåðåòèíó, îá'-
¹äíàííÿ i äîïîâíåííÿ âèðàæàþòüñÿ îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ i ñèìåòðè-
÷íîãî âiäíiìàííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü, à ñàìå:

Îçíà÷åííÿ 5.3.6. Biäíiìàííÿ: ρ \ϕ df
= {(a; b)|(a; b) ∈ ρ∧ (a; b) /∈

/∈ ϕ} = ρ ∩ ϕ ⊂ A×B � ðiçíèöÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ρ i ϕ.
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Îçíà÷åííÿ 5.3.7. Cèìåòðè÷íå âiäíiìàííÿ: ρ − ϕ df
= (ρ ∪ ϕ) \

\(ρ∩ϕ)
df
= (ρ\ϕ)∪(ϕ\ρ) � ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü

ρ i ϕ.

3. Ïðèêëàä. Íà ìíîæèíi A = {1, 2, 3, 4} çàäàíi áiíàð-
íi âiäíîøåííÿ: ρ =

”
a<b“= {(1; 2), (1; 3), (1; 4), (2; 3), (2; 4), (3; 4)} i

ϕ =
”
a
...b“={(1; 1), (2; 1), (2; 2), (3; 1), (3; 3), (4; 1), (4; 2), (4; 4)}. Çíàéòè

áiíàðíi âiäíîøåííÿ: ρ ∩ ϕ, ρ ∪ ϕ, ρ \ ϕ, ϕ \ ρ, ρ− ϕ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè ââåäåíi âèùå îçíà÷åííÿ

òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié íàä áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè,
îòðèìà¹ìî:

ρ ∩ ϕ = ∅;
ρ ∪ ϕ = {(1; 2), (1; 3), (1; 4), (2; 3), (2; 4), (3; 4), (1; 1), (2; 1), (2; 2),

(3; 1), (3; 3), (4; 1), (4; 2), (4; 4)};
ρ \ ϕ = ρ;
ϕ \ ρ = ϕ;
ρ− ϕ = ρ ∪ ϕ.

4. Áåçïåðå÷íî, ùî äëÿ ââåäåíèõ âèùå ðiâíîñòåé òà âêëþ÷åíü i
òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié äëÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ÿê ïiäìíî-
æèí äåÿêîãî äåêàðòîâîãî äîáóòêó ìíîæèí àíàëîãi÷íî ìàþòü ìiñöå
âñi òi âëàñòèâîñòi, ÿêi ìàëè ìiñöå i äëÿ ðiâíîñòåé òà âêëþ÷åíü i
âiäïîâiäíèõ îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè.

5. Ïîðÿä çi çãàäàíèìè âèùå òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè îïåðàöiÿ-
ìè íàä áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè ââîäÿòüñÿ i êiëüêà íîâèõ, ñïåöè-
ôi÷íèõ äëÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü îïåðàöié, ÿêi ìîæóòü çìiíþâàòè
âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó âïîðÿäêîâàíèõ ïàð åëåìåíòiâ, ùî óòâîðþþòü
áiíàðíi âiäíîøåííÿ. Ñåðåä òàêèõ íîâèõ îïåðàöié íàä áiíàðíèìè âiä-
íîøåííÿìè ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi äâi îïåðàöi¨:

à) óíàðíà îïåðàöiÿ � îáåðòàííÿ (iíîäi, íàçèâàþòü iíâåðñiÿ);
á) áiíàðíà îïåðàöiÿ � êîìïîçèöiÿ (iíîäi ãîâîðÿòü ñóïåðïîçè�

öiÿ, ìíîæåííÿ, óòâîðåííÿ ñêëàäåíîãî ÷è ñêëàäíîãî âiäíîøåííÿ).

Îçíà÷åííÿ 5.3.8. Îáåðòàííÿì áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ (iíâåð�
ñi¹þ) ρ ⊂ A × B íàçèâà¹òüñÿ óòâîðåííÿ òàêîãî âiäíîøåííÿ
ρ−1 ⊂ B × A, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äî ρ òà óòâîðåíî ç óñiõ
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âïîðÿäêîâàíèõ ïàð, äðóãà êîìïîíåíòà ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ó âiäíî�
øåííi ç ¨¨ ïåðøîþ êîìïîíåíòîþ, òîáòî: ρ−1 ⊂ B × A � îáåðíåíå

âiäíîøåííÿ äî ρ ⊂ A×B df⇐⇒ ρ−1 = {(b; a)|(a; b) ∈ p}.

Îçíà÷åííÿ 5.3.9. Êîìïîçèöi¹þ áiíàðíèõ âiäíîøåíü (ñóïåðïî�
çèöi¹þ) ρ ⊂ A × B i ϕ ⊂ B × C íàçèâà¹òüñÿ óòâîðåííÿ òàêî�
ãî âiäíîøåííÿ ϕ ◦ ρ ⊂ A × C, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ êîìïîçèöi¹þ àáî
äîáóòêîì öèõ âiäíîøåíü ρ i ϕ (çàñòåðåæåìî: ïîðÿäîê ïåðåëiêó
öèõ âiäíîøåíü âàæëèâèé!), ùî ìiñòèòü â òî÷íîñòi òàêi ïàðè
(a; c) ∈ A×C, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ iñíó¹ b ∈ B, äëÿ ÿêîãî (a; b) ∈ ρ i
(b; c) ∈ ϕ, òîáòî: ϕ ◦ ρ ⊂ A×C � êîìïîçèöiÿ âiäíîøåíü ρ ⊂ A×B
i ϕ ⊂ B × C df⇐⇒ ϕ ◦ ρ = {(a; c)|(∃b ∈ B)((a; b) ∈ ρ ∧ (b; c) ∈ ϕ)}.

6. Ïðèêëàä. Íåõàé ρ = {(1; 2), (2; 3), (2; 2), (1; 5), (3; 4)} ⊂ A×B,
ϕ = {(4; 3), (3; 5), (2; 6)} ⊂ B × C, äå A = {1, 2, 3, 4}; B = {2, 3, 4, 5};
C = {3, 4, 5, 6} Çíàéòè: ρ−1, ϕ ◦ ρ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè îçíà÷åííÿ îïåðàöié îáåðòàííÿ òà
ìíîæåííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü, îòðèìà¹ìî:

ρ−1 = {(2; 1), (3; 2), (2; 2), (5; 1), (4; 3)} ⊂ B ×A;

ϕ ◦ ρ = {(1; 6), (2; 5), (2; 6), (3; 3)} ⊂ A× C.

7. Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî α ⊂ A×B � áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ
åëåìåíòàìè ìíîæèí A òà B, i A ⊂ A1, B ⊂ B1, òî î÷åâèäíî, ùî
α ⊂ A1 × B1. Òîìó α ìîæíà ââàæàòè i áiíàðíèì âiäíîøåííÿì ìiæ
åëåìåíòàìè ìíîæèí A1 òà B1 . Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ìîæíà ðîçãëÿäàòè
êîìïîçèöiþ äëÿ äîâiëüíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ρ ⊂ A × B i ϕ ⊂
⊂ C ×D, ââàæàþ÷è, ùî ϕ ◦ ρ ⊂ A×D � öå êîìïîçèöiÿ âiäíîøåíü:
ρ ⊂ A× (B ∪C) i ϕ ⊂ (B ∪C)×D. Ó çâ'ÿçêó ç òàêèì çàóâàæåííÿì
âçàãàëi äîâiëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ α ⊂ A × B ìiæ åëåìåíòàìè
ìíîæèí A òà B ìîæíà ââàæàòè îäíîðiäíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì
α ⊂M ×M ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè M = A ∪B, îñêiëüêè ìà¹ìî
î÷åâèäíå âêëþ÷åííÿ A×B ⊂ (A ∪B)× (A ∪B). Âèêîðèñòàâøè öå
çàóâàæåííÿ, ìîæíà ââàæàòè, ùî ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ïîïåðåäíüîãî
ïðèêëàäó ìà¹ìî, òàêi áiíàðíi âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè
M = A ∪B ∪ C = {1, 2, 3, 4, 5, 6}:

ρ = {(1; 2), (2; 3), (2; 2), (1; 5), (3; 4)} ⊂M ×M ;
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ϕ = {(4; 3), (3; 5), (2; 6)} ⊂M ×M ;

ρ−1 = {(2; 1), (3; 2), (2; 2), (5; 1), (4; 3)} ⊂M ×M ;

ϕ ◦ ρ = {(1; 6), (2; 5), (2; 6), (3; 3)} ⊂M ×M.

Âèêîðèñòàâøè îçíà÷åííÿ êîìïîçèöi¨ áiíàðíèõ âiäíîøåíü, îòðè-
ìà¹ìî òàêîæ: ρ ◦ ϕ = {(4; 4)}, ùî ñïðàâäi ïiäòâåðäæó¹ òîé ôàêò,
ÿêèé âiäìi÷åíèé â îçíà÷åííi: ïîðÿäîê ïåðåëiêó âiäíîøåíü â êîìïî-
çèöi¨ âàæëèâèé, îñêiëüêè ïåðåêîíó¹ìîñÿ íà öüîìó ïðèêëàäi ïðî òå,
ùî ϕ ◦ ρ 6= ρ ◦ ϕ.

8. Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî áiíàðíi âiäíîøåííÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ íà
ñêií÷åííèõ ìíîæèíàõ, òî, ÿê âiäîìî ç ïîïåðåäíüîãî, òàêi áiíàð-
íi âiäíîøåííÿ ìîæíà ïîäàòè âiäïîâiäíèìè ëîãi÷íèìè ìàòðèöÿìè
ç iñòèííîñíèìè íóëÿìè òà îäèíèöÿìè. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îáåðòàí-
íÿ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ çâîäèòüñÿ äî òðàíñïîíóâàííÿ âiäïîâiä-
íî¨ öüîìó âiäíîøåííþ ìàòðèöi, à îïåðàöiÿ êîìïîçèöi¨ âiäíîøåíü
çâîäèòüñÿ äî ëîãi÷íîãî ìíîæåííÿ âiäïîâiäíèõ öèì âiäíîøåííÿì
ìàòðèöü (ïðî îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè ìîæíà ïîçíàéîìèòèñÿ ñà-
ìîñòiéíî ç ïîñiáíèêiâ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè, ÿêó ñòóäåíòè ïî÷èíàþòü
âèâ÷àòè ç íàñòóïíîãî ñåìåñòðó).

9. Ââåäåíi âèùå îïåðàöi¨ íàä áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè âîëîäi-
þòü öiëèì ðÿäîì âëàñòèâîñòåé. Ïåðåëi÷èìî äåÿêi ç íèõ, ââàæàþ÷è,
â öiëÿõ ñïðîùåííÿ âiäïîâiäíîãî çàïèñó òà ìiðêóâàíü, ùî âiäíîøå-
ííÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ ìiæ åëåìåíòàìè äåÿêî¨ ìíîæèíè, òîáòî îäíî-
ðiäíi âiäíîøåííÿ. Òàêèé ðîçãëÿä çàâæäè ìîæíà äîïóñòèòè â ñèëó
çðîáëåíîãî âèùå çàóâàæåííÿ 1.

Íåõàé ρ, ρ1, ρ2, ϕ, ϕ1, ϕ2, ψ ⊂ M × M � äîâiëüíi îäíîðiäíi
áiíàðíi âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíèM . Ìàþòü ìiñöå òàêi
ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ðiâíîñòåé òà ëîãi÷íèõ åêâiâàëåíòíîñòåé:

(ρ−1)−1 = ρ; (5.3.1)

ρ−1 ⊂ ϕ−1 ⇔ ρ ⊂ ϕ; (5.3.2)

ρ−1 = ϕ−1 ⇔ ρ = ϕ; (5.3.3)
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(ρ ∪ ϕ)−1 = ρ−1 ∪ ϕ−1; (5.3.4)

(ρ ∩ ϕ)−1 = ρ−1 ∩ ϕ−1; (5.3.5)

(ρ)−1 = (ρ−1); (5.3.6)

ϕ ◦ ρ 6= ρ ◦ ϕ; (5.3.7)

(ϕ ◦ ρ)−1 = ρ−1 ◦ ϕ−1; (5.3.8)

ψ ◦ (ϕ ◦ ρ) = (ψ ◦ ϕ) ◦ ρ. (5.3.9)

Äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåíü (5.3.1) � (5.3.9) âèïëèâà¹ ç âiäïîâiä-
íèõ îçíà÷åíü îïåðàöié òà âiäìi÷åíèõ ðàíiøå âëàñòèâîñòåé âiäïîâiä-
íèõ îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè òà ïðåäèêàòàìè. Äîâåäåìî, íàïðè-
êëàä, ñïiââiäíîøåííÿ (5.3.2) i (5.3.9).

Äëÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.3.2) ìà¹ìî: ρ−1 ⊂ ϕ−1 ⇔
⇔ (∀a, b ∈ M)((a; b) ∈ ρ−1 → (a; b) ∈ ϕ−1) ⇔ (∀a, b ∈ M)((b; a) ∈
∈ ρ → (b; a) ∈ ϕ) ⇔ ρ ⊂ ϕ. Îòðèìàíèé ëàíöþæîê ëîãi÷íèõ åêâi-
âàëåíòíîñòåé ïîêàçó¹ âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.3.2). Äëÿ äîâå�
äåííÿ ðiâíîñòi (5.3.9) ìà¹ìî: ψ ◦ (ϕ ◦ ρ) = {(a; d)|(∃c ∈ M)((a; c) ∈
∈ ϕ ◦ ρ∧ (c; d) ∈ ψ)} = {(a; d)|(∃c ∈M)(((∃b ∈M)((a; b) ∈ ρ∧ (b; c) ∈
∈ ϕ) ∧ (c; d) ∈ ψ))} = {(a; d)|(∃c ∈ M)(∃b ∈ M)((a; b) ∈ ρ ∧ (b; c) ∈
∈ ϕ ∧ (c; d) ∈ ψ)} = {(a; d)|(∃b ∈ M)(∃c ∈ M)(((a; b) ∈ ρ ∧ (b; c) ∈
∈ ϕ) ∧ (c; d) ∈ ψ)} = {(a; d)|(∃b ∈ M)(∃c ∈ M)((a; b) ∈ ρ ∧ ((b; c) ∈
∈ ϕ ∧ (c; d) ∈ ψ))} = {(a; d)|(∃b ∈ M)((a; b) ∈ ρ ∧ (∃c ∈ M)((b; c) ∈
∈ ϕ ∧ (c; d) ∈ ψ))} = {(a; d)|(∃b ∈ M)((a; b) ∈ ρ ∧ (b; d) ∈
∈ ψ ◦ ϕ)} = (ψ ◦ ϕ) ◦ ρ, çâiäêè i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (5.3.9) �

10. Âiäìiòèìî äàëi äåÿêi âëàñòèâîñòi çðiçiâ i ïðîåêöié âiäíîøåíü
òà âçà¹ìîçâ'ÿçêè ¨õ ç ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè. Ïðè öüîìó áóäåìî ïðè-
òðèìóâàòèñÿ òèõ æå äîìîâëåíîñòåé ïðî áiíàðíi âiäíîøåííÿ, ÿêi áó-
ëè âiäìi÷åíi âèùå.

Íåõàé ρ, ρ1, ρ2, ϕ, ϕ1, ϕ2 ⊂M×M � äîâiëüíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ
ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè M ; A1, A2 ⊂ M � äîâiëüíi ïiäìíîæèíè
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öi¹¨ ìíîæèíè i a, b ∈ M � äîâiëüíi ¨¨ åëåìåíòè. Ìàþòü ìiñöå òàêi
ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi ïîäàìî ó âèãëÿäi ðiâíîñòåé, âêëþ÷åíü òà ëîãi-
÷íèõ åêâiâàëåíòíîñòåé:

ρ =
⋃
a∈M

({a} × ρ〈a〉); (5.3.10)

ρ ⊂ ϕ⇔ (∀a ∈M)(ρ〈a〉 ⊂ ϕ〈a〉); (5.3.11)

ρ = ϕ⇔ (∀a ∈M)(ρ〈a〉 = ϕ〈a〉); (5.3.12)

ρ̆(A1 ∪A2) = ρ̆(A1) ∪ ρ̆(A2); (5.3.13)

ρ̆(A1 ∩A2) ⊂ ρ̆(A1) ∩ ρ̆(A2); (5.3.14)

pr1(ρ) = ˘ρ−1(M) =
⋃
b∈M

(ρ−1〈b〉); (5.3.15)

pr2(ρ) = ρ̆(M) =
⋃
a∈M

(ρ〈a〉); (5.3.16)

pr1(ρ−1) = pr2(ρ) =
⋃
a∈M

(ρ〈a〉); (5.3.17)

pr2(ρ−1) = pr1(ρ) =
⋃
b∈M

(ρ−1〈b〉); (5.3.18)

ρ = ∅⇔ pr1ρ = ∅⇔ pr2ρ = ∅; (5.3.19)

ρ̆(∅) = ∅; (5.3.20)

ρ〈a〉 = ∅⇔ a /∈ pr1ρ; (5.3.21)

(ϕ ◦ ρ)〈a〉 = ϕ̆(ρ〈a〉); (5.3.22)

˘
(ϕ ◦ ρ)(A1) = ϕ̆(ρ̆(A1)); (5.3.23)
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pr1(ϕ ◦ ρ) = ˘ρ−1(pr1(ϕ)); (5.3.24)

pr2(ϕ ◦ ρ) = ϕ̆(pr2ρ); (5.3.25)

ϕ ◦ ρ = ∅⇔ (pr2ρ) ∩ (pr1ϕ) = ∅; (5.3.26)

(ρ ∪ ϕ)〈a〉 = ρ〈a〉 ∪ ϕ〈a〉; (5.3.27)

(ρ ∩ ϕ)〈a〉 ⊂ ρ〈a〉 ∩ ϕ〈a〉; (5.3.28)

˘
(ρ ∪ ϕ)(A1) = ρ̆(A1) ∪ ϕ̆(A1); (5.3.29)

˘
(ρ ∩ ϕ)(A1) ⊂ ρ̆(A1) ∩ ϕ̆(A1); (5.3.30)

(ϕ1 ∪ ϕ2) ◦ ρ = (ϕ1 ◦ ρ) ∪ (ϕ2 ◦ ρ); (5.3.31)

ϕ ◦ (ρ1 ∪ ρ2) = (ϕ ◦ ρ1) ∪ (ϕ ◦ ρ2); (5.3.32)

(ϕ1 ∩ ϕ2) ◦ ρ ⊂ (ϕ1 ◦ ρ) ∩ (ϕ2 ◦ ρ); (5.3.33)

ϕ ◦ (ρ1 ∩ ρ2) ⊂ (ϕ ◦ ρ1) ∩ (ϕ ◦ ρ2). (5.3.34)

Äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåíü (5.3.10) � (5.3.34) ïðîâîäèòüñÿ àíàëî-
ãi÷íî äîâåäåííþ ñïiââiäíîøåíü (5.3.1) � (5.3.9).

Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, ñïiââiäíîøåííÿ (5.3.17) i (5.3.30). Ìà¹ìî
òàêèé ëàíöþæîê ðiâíîñòåé: pr1(ρ−1) = {b|(∃a ∈ M)(b; a) ∈ p−1} =
= {b|(∃a ∈ M)(a; b) ∈ p} = pr2ρ = {b|(∃a ∈ M)b ∈ p〈a〉} =⋃
a∈M

(ρ〈a〉), ç ÿêîãî i ñëiäóþòü ðiâíîñòi (5.3.17).

Äëÿ äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ (5.3.30) âèêîðèñòà¹ìî ëîãi÷íèé çàêîí:
(∃x)(Φ(x) ∧Ψ(x))⇒ ((∃x)Φ(x) ∧ (∃x)Ψ(x)).

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî òàêèé ëàíöþæîê ëîãi÷íèõ åêâiâàëåí-
òíîñòåé òà ñëiäóâàííÿ äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà b ∈ M : b ∈
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˘ρ ∩ ϕ(A1) ⇔ (∃a ∈ A1)((a; b) ∈ ρ ∩ ϕ) ⇔ (∃a ∈ A1)((a; b) ∈
∈ ρ ∧ (a; b) ∈ ϕ) ⇒ ((∃a ∈ A1)(a; b) ∈ ρ ∧ (∃a ∈ A1)(a; b) ∈ ϕ) ⇔ (b ∈
∈ ρ̆(A1) ∩ ϕ̆(A1)). Ç îòðèìàíîãî ëàíöþæêà îòðèìà¹ìî ñïiââiäíî-
øåííÿ (∀b ∈ M)(b ∈ ˘ρ ∩ ϕ(A1) → b ∈ (ρ(A1) ∩ ϕ(A1))), ùî i äà¹
âêëþ÷åííÿ (5.3.30), ÿêå ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè �

5.4 Äåÿêi âëàñòèâîñòi îäíîðiäíèõ áiíàðíèõ âiäíî�

øåíü

1. Îñêiëüêè, ÿê áóëî âiäìi÷åíî âèùå, äîâiëüíå áiíàðíå âiäíîøå-
ííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îäíîðiäíå âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè
äåÿêî¨ ìíîæèíè, òî áóäåìî íàäàëi ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé
âiäíîøåíü ìàòè íà óâàçi ëèøå îäíîðiäíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ.

Áåçïåðå÷íî, ùî â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÿêi ñàìå åëåìåíòè â óïî-
ðÿäêîâàíèõ ïàðàõ, ùî ñêëàäàþòü äàíå âiäíîøåííÿ, çâ'ÿçàíi ìiæ
ñîáîþ, ìè ìàòèìåìî ñïðàâó ç ðiçíîìàíiòíèìè áiíàðíèìè âiäíîøåí-
íÿìè, êîæíå ç ÿêèõ áóäå õàðàêòåðèçóâàòèñÿ òi¹þ ÷è iíøîþ âëàñòè-
âiñòþ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi iç çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé âiäíîøåíü, ùî
çóñòði÷àþòüñÿ íà ïðàêòèöi òà ìàþòü òi ÷è iíøi çàñòîñóâàííÿ.

2. Íåõàé ρ ⊂ M ×M � äîâiëüíå îäíîðiäíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ
ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè M . ßêùî öå âiäíîøåííÿ íå ìiñòèòü æî-
äíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè (a; b) åëåìåíòiâ a, b ∈M ç ìíîæèíè M , òî
íàçâåìî éîãî ïîðîæíiì i ïîçíà÷èìî ∅. ßêùî æ ρ ìiñòèòü âñi òàêi
ïàðè (a; b) åëåìåíòiâ a, b ∈ M ç öi¹¨ ìíîæèíè M , òî íàçâåìî éîãî
óíiâåðñàëüíèì.

Î÷åâèäíî, ùî îçíà÷åííÿ óíiâåðñàëüíîãî òà ïîðîæíüîãî âiäíî-
øåíü ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

Îçíà÷åííÿ 5.4.1. ρ ⊂ M ×M � óíiâåðñàëüíå âiäíîøåííÿ íà

ìíîæèíi M
df⇐⇒ ρ = M ×M.

Îçíà÷åííÿ 5.4.2. ρ ⊂M ×M � ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ íà ìíî�

æèíi M
df⇐⇒ ρ = ∅.

Íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi, òîáòî íà ìîâi åëåìåíòiâ, öi îçíà÷åííÿ
ìàòèìóòü âiäïîâiäíî òàêèé âèãëÿä:
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Îçíà÷åííÿ 5.4.3. ρ ⊂ M ×M � óíiâåðñàëüíå âiäíîøåííÿ íà

ìíîæèíi M
df⇐⇒ (∀a, b ∈M)(a; b) ∈ ρ.

Îçíà÷åííÿ 5.4.4. ρ ⊂M ×M � ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ íà ìíî�

æèíi M
df⇐⇒ (∀a, b ∈M)(a; b) /∈ ρ.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäíîøåííÿ ρ ⊂M ×M âèêîíóþ-
òüñÿ âêëþ÷åííÿ: ∅ ⊂ ρ ⊂M ×M.

3. Çàóâàæåííÿ. Îäíi¹þ iç íàéïåðøèõ ïðèðîäíèõ çàäà÷, ÿêà
âèíèêà¹ ïðè ðîçãëÿäi áiíàðíèõ âiäíîøåíü, ¹ çàäà÷à

”
Ïiäðàõóâà-

òè êiëüêiñòü kn âñiõ îäíîðiäíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi
Mn, ÿêùî n = |Mn| � öå êiëüêiñòü âñiõ åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæè-
íè Mn = {a1, a2, ..., an}“. Íå âäàþ÷èñü â ïîäðîáèöi ìiðêóâàíü ïðè
ðîçâ'ÿçóâàííi öi¹¨ çàäà÷i (âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äîñèòü
ïðîñòå; ïîäóìàéòå íàä íèì ñàìîñòiéíî), äàìî ëèøå âiäïîâiäü äî öi¹¨
çàäà÷i: kn = 2n·n = 2n

2

. Íàâiòü, ÿêùî âiçüìåìî n = 10, êiëüêiñòü k10

âñiõ îäíîðiäíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi M10 ¹ äîñòàòíüî
âåëèêå ÷èñëî: k10 = 2102

= 2100. À öå âêàçó¹ íà òå, ùî êiëüêiñòü ði-
çíîìàíiòíèõ âiäíîøåíü, êîæíå ç ÿêèõ ìà¹ ñâî¨ âëàñíi âëàñòèâîñòi,
äîñèòü çíà÷íà. I òîìó ¹ âåëèêå ïîëå äiÿëüíîñòi äëÿ ¨õ âèâ÷åí�
íÿ, äîñëiäæåííÿ òà ïîäàëüøîãî ¨õ çàñòîñóâàííÿ.

4. Äàëi, ó âèãëÿäi îçíà÷åíü, âiäìiòèìî äåÿêi âèäè áiíàðíèõ âiä-
íîøåíü, ÿêi âîëîäiþòü òèìè ÷è iíøèìè ïðèòàìàííèìè ¨ì âëàñòèâî-
ñòÿìè, âiäïîâiäíi ¨ì íàçâè òà ïðîiëþñòðó¹ìî íà äiàãðàìàõ òà êîí-
êðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

Íåõàé ρ ⊂M×M � äîâiëüíå îäíîðiäíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ
åëåìåíòàìè ìíîæèíè M .

Îçíà÷åííÿ 5.4.5. ρ ⊂ M ×M íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì (òîáòî,
ñêðiçü âèçíà÷åíèì) áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî
éîãî ïåðøà ïðîåêöiÿ (òîáòî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ) ñïiâïàäà¹ ç óñi¹þ
ìíîæèíîþ M , òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü pr1ρ = M , ÿêà íà
åëåìåíòàðíîìó ðiâíi, ëåãêî áà÷èòè, ìà¹ âèãëÿä ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀a ∈M)(∃b ∈M)(a; b) ∈ ρ.

Îòæå, ìà¹ìî: ρ ⊂M ×M � ïîâíå (ñêðiçü âèçíà÷åíå) áiíàð�
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íå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ pr1ρ = M ⇔ (∀a ∈ M)(∃b ∈

∈M)(a; b) ∈ ρ.

Îçíà÷åííÿ 5.4.6. ρ ⊂ M ×M íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíî ïîâíèì
(ñþð'¹êòèâíèì) áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî éîãî
äðóãà ïðîåêöiÿ (òîáòî îáëàñòü çíà÷åíü) ñïiâïàäà¹ ç óñi¹þ ìíîæè�
íîþ M , òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü pr2ρ = M , ÿêà íà åëåìåíòàð�
íîìó ðiâíi, ëåãêî áà÷èòè, ìà¹ âèãëÿä ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀b ∈M)(∃a ∈M)(a; b) ∈ ρ.

Îòæå, ìà¹ìî: ρ ⊂ M ×M � îáåðíåíî ïîâíå (ñþð'¹êòèâíå)

áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ pr2ρ = M ⇔ (∀b ∈

∈M)(∃a ∈M)((a; b) ∈ ρ).

Îçíà÷åííÿ 5.4.7. ρ ⊂M ×M íàçèâà¹òüñÿ åôåêòèâíèì áiíàð�
íèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî éîãî îá'¹äíàíà ïðîåêöiÿ

prρ
df
= pr1ρ ∪ pr2ρ ñïiâïàäà¹ ç óñi¹þ ìíîæèíîþ M , òîáòî âèêî�

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü prρ = M , ÿêà íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi, ëåãêî
áà÷èòè, ìà¹ âèãëÿä ñïiââiäíîøåííÿ

(∀a ∈M)(∃b ∈M)((a; b) ∈ ρ ∨ (b; a) ∈ ρ).

Îòæå, ìà¹ìî: ρ ⊂M ×M � åôåêòèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ

íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ prρ

df
= pr1ρ ∪ pr2ρ = M ⇔ (∀a ∈ M)(∃b ∈

∈M)((a; b) ∈ ρ ∨ (b; a) ∈ ρ).

Îçíà÷åííÿ 5.4.8. ρ ⊂M ×M íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì ñþð'¹êòèâ�
íèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî éîãî îáèäâi ïðî�
åêöi¨ ñïiâïàäàþòü ç óñi¹þ ìíîæèíîþ M , òîáòî âèêîíóþòüñÿ ðiâ�
íîñòi pr1ρ = pr2ρ = M , ÿêi íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ìàþòü âèãëÿä
òàêîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀a ∈M)(∃b ∈M)(a, b) ∈ ρ ∧ (∀b ∈M)(∃a ∈M)(a; b) ∈ ρ.

5.Ëåãêî áà÷èòè, ùî âñi ïîâíi âiäíîøåííÿ, âñi îáåðíåíî ïîâ�
íi âiäíîøåííÿ, âñi ïîâíi ñþð'¹êòèâíi âiäíîøåííÿ ¹ åôåêòèâ�
íèìè áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè íà çàäàíié ìíîæèíi. Ìîæíà
òàêîæ ïîêàçàòè, ùî ìàþòü ìiñöå òàêi ëîãi÷íi åêâiâàëåíòíîñòi:
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à) ρ ⊂M ×M � ïîâíå âiäíîøåííÿ ⇔ ρ−1 ⊂M ×M � îáåðíåíî
ïîâíå âiäíîøåííÿ;

á) ρ ⊂M ×M � îáåðíåíî ïîâíå âiäíîøåííÿ ⇔ ρ−1 ⊂M ×M �
ïîâíå âiäíîøåííÿ;

â) ρ ⊂ M × M � åôåêòèâíå âiäíîøåííÿ ⇔ ρ−1 ⊂ M × M �
åôåêòèâíå âiäíîøåííÿ;

ã) ρ ⊂ M ×M � åôåêòèâíå âiäíîøåííÿ ⇔ ρ ∪ ρ−1 ⊂ M ×M �
ïîâíå ñþð'¹êòèâíå âiäíîøåííÿ.

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂M×M åôåêòèâ-
íå íà ñâî¨é îá'¹äíàíié ïðîåêöi¨ prρ ⊂M .

Î÷åâèäíî, ùî óíiâåðñàëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿM×M ¹ ïîâíèì
ñþð'¹êòèâíèì âiäíîøåííÿì.

6. Íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ ïîâíîãî, îáåðíåíî ïîâíîãî, åôå-
êòèâíîãî òà ïîâíîãî ñþð'¹êòèâíîãî áiíàðíèõ âiäíîøåíü ìàòèìóòü
òàêèé âèãëÿä ÿê íà ìàëþíêó 1.35.

7. Ïðèêëàäè.

1. Âiäíîøåííÿ
”
m < n“ íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ïîâíå,

àëå íå îáåðíåíî ïîâíå.
2. Âiäíîøåííÿ

”
m < n“íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë ïîâíå ñþð'¹-

êòèâíå.
3. Íà ìíîæèíi âñiõ ïðÿìèõ íà ïëîùèíi âiäíîøåííÿ ïàðàëåëüíî-

ñòi, ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìèõ � ïîâíi ñþð'¹êòèâíi.
4. Íà ìíîæèíi A = {10, 11, ..., 99} äâîöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë âiäíîøåííÿ
”
m < n“ ¹ åôåêòèâíèì, àëå íå ¹ íi ïîâíèì, íi îáåð-

íåíî ïîâíèì.
5. Íà ìíîæèíi M9 = {1, 2, ..., 9} îäíîöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë âiäíîøåííÿ
”
m + n < 8“ íå ¹ åôåêòèâíèì, à òîìó âîíî íå ¹ íi

ïîâíèì, íi îáåðíåíî ïîâíèì.

8. Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi áiíàðíèõ âiäíîøåíü
”
áóòè ïðÿ�

ìîêóòíèì âiäíîøåííÿì“,
”
áóòè êâàäðàòíèì âiäíîøåííÿì“

òà âñòàíîâèìî çâ'ÿçêè ìiæ íèìè.

Îçíà÷åííÿ 5.4.9. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêó�
òíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî iñíóþòü òàêi
ïiäìíîæèíè A,B ⊂M , ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ρ = A×B.
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Ìàë. 1.35.

Îòæå, ìà¹ìî: ρ ⊂M×M � ïðÿìîêóòíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ

íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ (∃A,B ⊂M)ρ = A×B.

Îçíà÷åííÿ 5.4.10. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðà�
òíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî iñíó¹ òàêà ïiä�
ìíîæèíà A ⊂M , ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ρ = A×A.

Îòæå, ìà¹ìî: ρ ⊂M ×M � êâàäðàòíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ

íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ (∃A ⊂M)ρ = A×A.

9. Î÷åâèäíi òàêi òâåðäæåííÿ ïðî ïðÿìîêóòíi òà êâàäðàòíi âiä-
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íîøåííÿ:
à) óíiâåðñàëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ M ×M ¹ êâàäðàòíèì;
á) äîâiëüíå êâàäðàòíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M ¹ ïðÿ-

ìîêóòíèì;
â) ïðÿìîêóòíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ A × B íà ìíîæèíi M , äå

A,B ⊂ M , ¹ êâàäðàòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü: A = B;

ã) ÿêùî ρ = A × B, äå A,B ⊂ M � ïðÿìîêóòíå áiíàðíå âiäíî-
øåííÿ íà ìíîæèíi M , òî pr1ρ = A, pr2ρ = B;

ä) äëÿ òîãî, ùîá ïðÿìîêóòíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ: ρ = A×B íà
ìíîæèíi M , äå A,B ⊂M , áóëî åôåêòèâíèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü: A ∪B = M .

10. Íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ ïðÿìîêóòíîãî, êâàäðàòíîãî áiíàð-
íèõ âiäíîøåíü ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä ÿê íà ìàëþíêó 1.36.

Ìàë. 1.36.

11. Ïðèêëàäè.
1. Âiäíîøåííÿ ρ1, çàäàíå ñèñòåìîþ íåðiâíîñòåé{

4 6 m+ n 6 6;

1 6 n−m 6 3,

íà ìíîæèíi M9 = {1, 2, ..., 9} îäíîöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ¹
ïðÿìîêóòíèì, îñêiëüêè ρ1 = A × B ⊂ M9 × M9, äå A = {1, 2},

200



Äåÿêi âëàñòèâîñòi îäíîðiäíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü

B = {3, 4}.
2. Âiäíîøåííÿ ρ2, çàäàíå ñèñòåìîþ íåðiâíîñòåé{

2 6 m+ n 6 4;

|n−m| 6 1,

íà ìíîæèíi M9 = {1, 2, ..., 9} îäíîöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ¹
êâàäðàòíèì, îñêiëüêè ρ2 = A×A ⊂M9 ×M9, äå A = {1, 2}.

12. Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâiñòü áiíàðíèõ âiäíîøåíü
”
áóòè ÷àñòêî�

âî òîòîæíèì âiäíîøåííÿì“.

Îçíà÷åííÿ 5.4.11. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî
òîòîæíèì àáî ÷àñòêîâî äiàãîíàëüíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà
ìíîæèíi M , ÿêùî iñíó¹ òàêà ïiäìíîæèíà A ⊂M , ùî ìiñòèòü â
òî÷íîñòi âñi ïàðè âèäó (a; a), äå a ∈ A, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ∆A.

Îòæå, ρ ⊂ M × M � ÷àñòêîâî òîòîæíå (÷àñòêîâî äià�

ãîíàëüíå) áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ (∃A ⊂

⊂M)ρ
df
= ∆A = {(a; a)|a ∈ A}.

Îçíà÷åííÿ 5.4.12. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M � íàçè�
âà¹òüñÿ òîòîæíèì àáî äiàãîíàëüíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà

ìíîæèíi M , ÿêùî ρ
df
= ∆M = {(a; a)|a ∈ M}, òîáòî ρ óòâîðåíî ç

óñiõ ïàð âèäó (a; a), äå a ∈M .

Îòæå, ρ ⊂M ×M � òîòîæíå (äiàãîíàëüíå) áiíàðíå âiäíî�

øåííÿ íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ ρ

df
= ∆M = {(a; a)|a ∈M}.

13. Î÷åâèäíi òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:
à) äîâiëüíå ÷àñòêîâî òîòîæíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ âêëþ÷à¹�

òüñÿ â äiàãîíàëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà çàäaíié ìíîæèíi;
á) äiàãîíàëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ¹ ïîâíèì ñþð'¹êòèâíèì âiä�

íîøåííÿì íà çàäaíié ìíîæèíi;
â) ÿêùî ρ = ∆A, äå A ⊂ M , � ÷àñòêîâî òîòîæíå áiíàðíå

âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M , òî pr1∆A = pr2∆A = pr∆A = A;
ã) ÿêùî ρ1 = ∆A1

, ρ2 = ∆A2
, äå A1, A2 ⊂ M , � ÷àñòêîâî

òîòîæíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M , òî ρ2 ◦ ρ1 = ρ1 ∩
∩ ρ2 = ∆A1∩A2 , ρ

−1
1 = ρ1, ρ1 ∪ ρ2 = ∆A1∪A2 , ρ1 \ ρ2 = ∆A1\A2

,
ρ1 − ρ2 = ∆A1−A2 ;
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ä) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M íà ìíîæèíi
M áóëî ÷àñòêîâî òîòîæíèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùîá âèêî�
íóâàëîñÿ âêëþ÷åííÿ ρ ⊂ ∆M , ùî íà ìîâi åëåìåíòiâ ðiâíîñèëüíî
ñïiââiäíîøåííþ

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ→ a = b).

14. Íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî òîòîæíîãî i òîòîæíîãî
áiíàðíèõ âiäíîøåíü ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä, ÿê íà ðèñóíêó 1.37.

Íàçâè
”
÷àñòêîâî òîòîæíå“,

”
÷àñòêîâî äiàãîíàëüíå“,

”
òîòîæíå“,

”
äiàãîíàëüíå“ äëÿ ðîçãëÿäóâàíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ïîâ'ÿçàíi ç
òèì, ùî ¨õ çîáðàæåííÿ ðîçìiùóþòüñÿ íà äiàãîíàëi êâàäðàòà, ÿêèé
çîáðàæà¹ äåêàðòiâ êâàäðàò M ×M ìíîæèíè M .

15. Ðîçãëÿíåìî òàêi âëàñòèâîñòi áiíàðíèõ âiäíîøåíü, ÿê:
”
áó�

òè ðåôëåêñèâíèì âiäíîøåííÿì“,
”
áóòè åôåêòèâíî (àáî ÷àñ�

òêîâî) ðåôëåêñèâíèì âiäíîøåííÿì“,
”
iððåôëåêñèâíèì (àí�

òèðåôëåêñèâíèì) âiäíîøåííÿì“, òà âñòàíîâèìî äåÿêi çâ'ÿçêè
ìiæ íèìè.

Îçíà÷åííÿ 5.4.13. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M × M íàçè�
âà¹òüñÿ ðåôëåêñèâíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M ,
ÿêùî äiàãîíàëü ∆M âêëþ÷à¹òüñÿ â öå âiäíîøåííÿ ρ, òîáòî
∆M ⊂ ρ, ùî íà åëåìåíòàðíié ìîâi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ
(∀a ∈M)(a; a) ∈ ρ.

Îòæå, ρ ⊂ M ×M � ðåôëåêñèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà

ìíîæèíi M
df⇐⇒ ∆M ⊂ ρ⇐⇒ (∀a ∈M)(a; a) ∈ ρ.

Îçíà÷åííÿ 5.4.14. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M íàçèâà¹�
òüñÿ åôåêòèâíèì (àáî ÷àñòêîâî) ðåôëåêñèâíèì íà ìíîæèíi M ,
ÿêùî ÷àñòêîâî äiàãîíàëüíå âiäíîøåííÿ ∆prρ âêëþ÷à¹òüñÿ â öå âiä�
íîøåííÿ ρ, òîáòî ∆prρ ⊂ ρ, ùî íà åëåìåíòàðíié ìîâi ðiâíîñèëüíî
ñïiââiäíîøåííþ

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ→ (a; a), (b; b) ∈ ρ).

Îòæå, ρ ⊂M ×M � åôåêòèâíî (àáî ÷àñòêîâî) ðåôëåêñèâ�

íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíiM
df⇐⇒ ∆prρ ⊂ ρ⇔ (∀a, b ∈

∈M)((a; b) ∈ ρ→ (a; a), (b; b) ∈ ρ).
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Ìàë. 1.37.

Îçíà÷åííÿ 5.4.15. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M íàçèâà¹�
òüñÿ iððåôëåêñèâíèì (àáî àíòèðåôëåêñèâíèì) áiíàðíèì âiäíîøå�
ííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî äiàãîíàëü ∆M âêëþ÷à¹òüñÿ â äîïîâíå�
ííÿ ρ äî öüîãî âiäíîøåííÿ ρ, òîáòî ∆M ⊂ ρ, ùî íà åëåìåíòàðíié
ìîâi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀a ∈M)(a; a) /∈ ρ.

Îòæå, ρ ⊂M×M � iððåôëåêñèâíå (àáî àíòèðåôëåêñèâíå)

áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ ∆M ⊂ ρ ⇔ (∀a ∈

∈M)(a; a) /∈ ρ.

16. Î÷åâèäíi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ïðî ðåôëåêñèâíi, ÷àñ�
òêîâî ðåôëåêñèâíi òà iððåôëåêñèâíi âiäíîøåííÿ:

à) ðåôëåêñèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíå;
á) ðåôëåêñèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ïîâíå i ñþð'¹êòèâíå;
â) äiàãîíàëüíå âiäíîøåííÿ �

”
íàéìåíøå“ ðåôëåêñèâíå áiíàðíå

âiäíîøåííÿ íà äàíié ìíîæèíi;
ã) ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ �

”
íàéìåíøå“ ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíå

âiäíîøåííÿ;
ä) óíiâåðñàëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ M ×M � íàéáiëüøå ðåôëå�

êñèâíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M ;
å) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M áóëî ið�

ðåôëåêñèâíèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü:
∆M ∩ ρ = ∅;

203



Áiíàðíi âiäíîøåííÿ

¹) ÿêùî ρ1, ρ2 ⊂ M ×M � ðåôëåêñèâíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ íà
ìíîæèíi M , òî ¨õ ïåðåòèí ρ1 ∩ ρ2 i îá'¹äíàííÿ ρ1 ∪ ρ2 òåæ ¹
ðåôëåêñèâíèìè âiäíîøåííÿìè íà ìíîæèíi M , à ¨õ ðiçíèöÿ � iððå�
ôëåêñèâíèì âiäíîøåííÿì íà M ;

æ) äëÿ òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ ρ ⊂M×M áóëî ðåôëåêñèâíèì íà
ìíîæèíi M , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá éîãî äîïîâíåííÿ ρ áóëî
iððåôëåêñèâíèì íà M ;

ç) ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíå âiäíîøåííÿ ðåôëåêñèâíå òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âîíî åôåêòèâíå íà äàíié ìíîæèíi.

17. Íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ ðåôëåêñèâíèõ, ÷àñòêîâî ðåôëå-
êñèâíèõ, iððåôëåêñèâíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ìàòèìóòü òàêèé âè-
ãëÿä, ÿê íà ìàëþíêó 1.38.

Ìàë. 1.38.

18. Ïðèêëàäè.
1. Âiäíîøåííÿ

”
m < n“ íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë iððå-

ôëåêñèâíå.
2. Âiäíîøåííÿ

”
m 6 n“,

”
m > n “ íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ
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÷èñåë ðåôëåêñèâíi.
3. Âiäíîøåííÿ

”
m 6 n“,

”
m > n “, äå m,n ∈ N � íàòóðàëüíi

÷èñëà, íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíi.
4. Âiäíîøåííÿ ïîäiáíîñòi ôiãóð íà ïëîùèíi ðåôëåêñèâíå.
5. Âiäíîøåííÿ ðiâíîñèëüíîñòi ïðåäèêàòiâ, ôîðìóë â ëîãiöi ïðå-

äèêàòiâ ðåôëåêñèâíi.
6. Âiäíîøåííÿ

”
áóòè ñóñiäîì“ íà ìíîæèíi ñòóäåíòiâ, ùî ñèäÿòü

â äàíié àóäèòîði¨, � iððåôëåêñèâíå.
7. Âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë � ðåôëåêñèâíå.
8. Âiäíîøåííÿ

”
m+ n 6 100“ íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

íi ðåôëåêñèâíå, íi ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíå, íi iððåôëåêñèâíå.

19. Ðîçãëÿíåìî äàëi òàêi âëàñòèâîñòi áiíàðíèõ âiäíîøåíü, ÿê:

”
áóòè ñèìåòðè÷íèì âiäíîøåííÿì“,

”
áóòè àñèìåòðè÷íèì

âiäíîøåííÿì“,
”
áóòè àíòèñèìåòðè÷íèì âiäíîøåííÿì“, òà

âñòàíîâèìî äåÿêi çâ'ÿçêè ìiæ íèìè.

Îçíà÷åííÿ 5.4.16. Âiäíîøåííÿ ρ ⊂M ×M íàçèâà¹òüñÿ ñèìå�
òðè÷íèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî âîíî âêëþ�
÷à¹òüñÿ â îáåðíåíå äî ñàìîãî ñåáå âiäíîøåííÿ ρ−1, òîáòî ρ ⊂ ρ−1,
ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî òàêîìó ñïiââiäíîøåííþ:

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ→ (a; b) ∈ ρ−1),

òîáòî ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ→ (b; a) ∈ ρ).

Îòæå, ρ ⊂ M ×M � ñèìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà

ìíîæèíi M
df⇐⇒ ρ ⊂ ρ−1 ⇔ (∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ→ (b; a) ∈ ρ).

Îçíà÷åííÿ 5.4.17. Âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M × M � íàçèâà¹òüñÿ
àñèìåòðè÷íèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî âî�
íî âêëþ÷à¹òüñÿ â äîïîâíåííÿ ρ−1 äî ñâîãî îáåðòàííÿ ρ−1, òîáòî
ρ ⊂ ρ−1, ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî òàêîìó ñïiââiä�
íîøåííþ:

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ→ (a; b) /∈ ρ−1),

òîáòî ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ:

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ→ (b; a) /∈ ρ).
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Îòæå, ρ ⊂ M ×M � àñèìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíî-

æèíi M
df⇐⇒ ρ ⊂ ρ−1 ⇔ (∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ→ (b; a) /∈ ρ).

Îçíà÷åííÿ 5.4.18. Âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M íàçèâà¹òüñÿ àí�
òèñèìåòðè÷íèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî ïå�
ðåòèí öüîãî âiäíîøåííÿ ρ ç ñâî¨ì îáåðòàííÿì ρ−1 ¹ ÷àñòêîâî òî�
òîæíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , òîáòî ρ ∩ ρ−1 ⊂ ∆M , ùî
íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ ∧ (b; a) ∈ ρ→ a = b).

Îòæå, ρ ⊂ M ×M � àíòèñèìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ

íà ìíîæèíi M
df⇔ ρ ∩ ρ−1 ⊂ ∆M ⇔ (∀a, b ∈ M)((a; b) ∈ p ∧ (b; a) ∈

∈ ρ→ a = b).

19. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ ïðî
ñèìåòðè÷íi, àñèìåòðè÷íi òà àíòèñèìåòðè÷íi áiíàðíi âiäíî�
øåííÿ:

à) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂M ×M áóëî ñèìåòðè�
÷íèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ îäíà iç ðiâíîñèëü�
íèõ ìiæ ñîáîþ óìîâ:

ρ−1 ⊂ ρ;
ρ−1 = ρ;

ρ \ ρ−1 = ∅;
ρ− ρ−1 = ∅;
ρ ∩ ρ−1 = ρ;
ρ ∩ ρ−1 = ρ−1;
ρ ∪ ρ−1 = ρ;
ρ ∪ ρ−1 = ρ−1,

á) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M áóëî àñèìå�
òðè÷íèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ îäíà iç ðiâíî�
ñèëüíèõ ìiæ ñîáîþ óìîâ:

ρ ⊂ (ρ)−1;
ρ−1 ⊂ (ρ);
ρ ∩ ρ−1 = ∅;
ρ \ ρ−1 = ∅;
ρ \ (ρ)−1 = ∅;

ρ ∪ (ρ)−1 = M ×M,
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â) äîâiëüíå àñèìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ¹ àíòèñèìåòðè�
÷íèì;

ã) ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ ¹
”
íàéìåíøèì“ ñèìåòðè÷íèì, àñèìå�

òðè÷íèì i àíòèñèìåòðè÷íèì áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè;

ä) óíiâåðñàëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ M ×M �
”
íàéáiëüøå“ ñè�

ìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ;

å) äëÿ òîãî, ùîá ñèìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ áóëî îäíî÷à�
ñíî i àñèìåòðè÷íèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âîíî áóëî ïîðî�
æíiì;

¹) äëÿ òîãî, ùîá ñèìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ áóëî îäíî÷à�
ñíî i àíòèñèìåòðè÷íèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âîíî áóëî
÷àñòêîâî òîòîæíèì;

æ) äëÿ òîãî, ùîá àíòèñèìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ áóëî
îäíî÷àñíî i àñèìåòðè÷íèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âîíî áóëî
iððåôëåêñèâíèì;

ç) äîâiëüíå àñèìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ � iððåôëåêñèâíå;

è) ïåðåòèí, îá'¹äíàííÿ, ðiçíèöÿ ñèìåòðè÷íèõ áiíàðíèõ âiäíî�
øåíü ¹ ñèìåòðè÷íèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì;

i) ïåðåòèí, ðiçíèöÿ àñèìåòðè÷íèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ¹ àñèìå�
òðè÷íèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì;

¨) ïåðåòèí, ðiçíèöÿ àíòèñèìåòðè÷íèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ¹
àíòèñèìåòðè÷íèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì;

é) ÿêùî ρ ⊂M×M � äîâiëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi
M , òî âiäíîøåííÿ: ρ∩ρ−1, ρ∪ρ−1 ⊂M×M � ñèìåòðè÷íi áiíàðíi
âiäíîøåííÿ.

21. Íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ, àñèìåòðè÷íèõ i àí-
òèñèìåòðè÷íèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä, ÿê íà
ìàëþíêó 1.39.

Íà öèõ äiàãðàìàõ áà÷èìî, ùî:
à) çîáðàæåííÿ ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ ¹ ñïðàâäi ñèìåòðè÷íèì

âiäíîñíî äiàãîíàëi êâàäðàòà, ÿêèé çîáðàæà¹ äåêàðòîâèé êâàäðàò
M ×M ìíîæèíè M ;

á) çîáðàæåííÿ àñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ íå ìiñòèòü ñèìåòðè-
÷íèõ òî÷îê âiäíîñíî âêàçàíî¨ äiàãîíàëi;

â) çîáðàæåííÿ àíòèñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ ìîæå ìiñòèòè ëè-
øå òàêi ñèìåòðè÷íi òî÷êè, ÿêi ¹ òî÷êàìè âêàçàíî¨ äiàãîíàëi.
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Ìàë. 1.39.

Ïðèêëàäè.

1. Âiäíîøåííÿ
”
áóòè ñóñiäîì ïàðòîþ íà ëåêöi¨“ íà ìíîæèíi ñòó-

äåíòiâ â äàíié àóäèòîði¨ � ñèìåòðè÷íå.
2. Âiäíîøåííÿ

”
x < y“ íà ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë � àñèìå-

òðè÷íå.
3. Âiäíîøåííÿ

”
m 6 n“, äå m,n ∈ N � íàòóðàëüíi ÷èñëà, àíòè-

ñèìåòðè÷íå íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë.
4. Âiäíîøåííÿ

”
â÷èòèñÿ íà îäíîìó êóðñi“ íà ìíîæèíi âñiõ ñòó-

äåíòiâ iíñòèòóòó � ñèìåòðè÷íå.
5. Âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë �

àíòèñèìåòðè÷íå.
6. Âiäíîøåííÿ ñòðîãîãî âêëþ÷åííÿ ïiäìíîæèí íà çàäàíié ìíî-

æèíi � àñèìåòðè÷íå.
7. Âiäíîøåííÿ

”
m− n ∈ N“, äå m,n ∈ N � íàòóðàëüíi ÷èñëà, íà

ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë � àñèìåòðè÷íå.
8. Âiäíîøåííÿ

”
p(a) 6 p(b)“, äå a, b ∈ S � ñòóäåíòè ïåðøîãî

êópñó iíñòèòóòó, p(c) � âàãà ñòóäåíòà c ç òî÷íiñòþ äî êiëîãðàìiâ,
íå ¹ íi àñèìåòðè÷íèì, íi àíòèñèìåòðè÷íèì, íi ñèìåòðè÷íèì âiäíî-
øåííÿì íà ìíîæèíi S � ñòóäåíòiâ ïåðøîãî êóðñó.

22. Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ òðàíçèòèâíîñòi òà iíòðàíçè�
òèâíîñòi, à òàêîæ äåÿêi ¨õ âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 5.4.19. Âiäíîøåííÿ ρ ⊂M×M íàçèâà¹òüñÿ òðàí�
çèòèâíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî ρ ◦ ρ ⊂ ρ,
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ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀a, b, c ∈M)((a; b) ∈ ρ ∧ (b; c) ∈ ρ→ (a; c) ∈ ρ).

Îòæå, ρ ⊂ M ×M � òðàíçèòèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà

ìíîæèíi M
df⇐⇒ ρ ◦ ρ ⊂ ρ ⇔ (∀a, b, c ∈ M)((a; b) ∈ ρ ∧ (b; c) ∈

∈ ρ→ (a; c) ∈ ρ).

Îçíà÷åííÿ 5.4.20. Âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M × M íàçèâà¹òüñÿ
iíòðàíçèòèâíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî
ρ ◦ ρ ⊂ ρ, ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåí�
íþ

(∀a, b, c ∈M)((a; b) ∈ ρ ∧ (b; c) ∈ ρ→ (a; c) /∈ ρ).

Îòæå, ρ ⊂M ×M � iíòðàíçèòèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà

ìíîæèíi M
df⇐⇒ ρ ◦ ρ ⊂ ρ ⇔ (∀a, b, c ∈ M)((a; b) ∈ p ∧ (b; c) ∈ p →

→ (a; c) /∈ ρ).

23. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ äëÿ
òðàíçèòèâíèõ òà iíòðàíçèòèâíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü:

à) ïîðîæí¹, óíiâåðñàëüíå òà äîâiëüíå ÷àñòêîâî òîòîæíå ái�
íàðíi âiäíîøåííÿ ¹ òðàíçèòèâíèìè âiäíîøåííÿìè íà çàäàíié ìíî�
æèíi;

á) ïåðåòèí òðàíçèòèâíèõ âiäíîøåíü ¹ òðàíçèòèâíèì âiäíî�
øåííÿì íà çàäàíié ìíîæèíi;

â) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ áóëî îäíî÷àñíî òðàíçè�
òèâíèì òà iíòðàíçèòèâíèì íà çàäàíié ìíîæèíi, íåîáõiäíî i äî�
ñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü ρ ◦ ρ = ∅;

ã) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M áóëî òðàíçè�
òèâíèì íà çàäàíié ìíîæèíi M , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêî�

íóâàëàñÿ ðiâíiñòü: ρ =
⋃
n∈N

ρn, òîáòî: ρ = ρ∪ ρ ◦ ρ∪ ρ ◦ ρ ◦ ρ∪ ...∪

∪ρ ◦ ρ ◦ ... ◦ ρ︸ ︷︷ ︸
n ðàç

∪... àáî, ùî îäíå i òå æ ñàìå, ρ = ρ∪ρ2∪ρ3∪...∪ρn∪....

24. Ïðèêëàäè.
1. Âiäíîøåííÿ ïîäiáíîñòi ôiãóð íà ïëîùèíi òðàíçèòèâíå.
2. Âiäíîøåííÿ

”
a < b“,

”
a 6 b“ íà ÷èñëîâié ìíîæèíi òðàíçè-

òèâíi.
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3. Biäíîøåííÿ
”
áóòè çà ïàðòîþ ñóñiäîì“ íà ìíîæèíi âñiõ ñòó-

äåíòiâ â äàíié àóäèòîði¨ iíòðàíçèòèâíå.
4. Âiäíîøåííÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìèõ íà ïëîùèíi iíòðàí-

çèòèâíå.
5. Âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi öiëèõ ÷èñåë òðàíçèòèâíå.
6. Âiäíîøåííÿ

”
ρ(a) 6 ρ(b)“, äå a, b ∈ S � ñòóäåíòè äàíî¨ àóäè-

òîði¨, ρ(c) � âàãà ñòóäåíòà c ∈ S, ¹ òðàíçèòèâíèì âiäíîøåííÿì íà
ìíîæèíi S âñiõ ñòóäåíòiâ äàíî¨ àóäèòîði¨.

7. Âiäíîøåííÿ âêëþ÷åííÿ ìiæ ïiäìíîæèíàìè äàíî¨ ìíîæèíè �
òðàíçèòèâíå.

25. Ðîçãëÿíåìî, íàðåøòi, âiäíîøåííÿ çâ'ÿçíîñòi òà ÷àñòêîâî¨
çâ'ÿçíîñòi, à òàêîæ äåÿêi ¨õ âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 5.4.21. Âiäíîøåííÿ: ρ ⊂M ×M íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿ�
çíèì (iíîäi íàçèâàþòü äîñêîíàëèì) áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíî�
æèíi M , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: ρ ∪ ρ−1 ∪∆M = M ×M , ùî
íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ:

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ρ ∨ (b; a) ∈ ρ ∨ a = b).

Îòæå, ρ ⊂ M ×M � çâ'ÿçíå (àáî äîñêîíàëå) áiíàðíå âiä�

íîøåííÿ íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ ρ ∪ ρ−1 ∪∆M = M ×M ⇔ (∀a, b ∈

∈M)((a; b) ∈ ρ ∨ (b; a) ∈ ρ ∨ a = b).

Îçíà÷åííÿ 5.4.22. Âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M íàçèâà¹òüñÿ ÷àñ�
òêîâî çâ'ÿçíèì (àáî ÷àñòêîâî äîñêîíàëèì) áiíàðíèì âiäíîøåííÿì
íà ìíîæèíi M , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: ρ∪ρ−1∪∆prρ = prρ×
prρ, ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀a, b ∈M)(a, b ∈ prρ→ (a; b) ∈ ρ ∨ (b; a) ∈ ρ ∨ (a = b ∧ a ∈ prρ)).

Îòæå, ρ ⊂ M × M � ÷àñòêîâî çâ'ÿçíå (àáî ÷àñòêîâî äî�

ñêîíàëå) áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M
df⇔ ρ ∪ ρ−1 ∪ ∆prρ =

= prρ × prρ ⇔ (∀a, b ∈ M)(a, b ∈ prρ → (a; b) ∈ ρ ∨ (b; a) ∈ ρ ∨ (a =
= b ∧ a ∈ prρ)).

26. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ
äëÿ çâ'ÿçíèõ òà ÷àñòêîâî çâ'ÿçíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü:

à) çâ'ÿçíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ çàâæäè ÷àñòêîâî çâ'ÿçíå;
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á) îáåðíåíå äî çâ'ÿçíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ¹ òàêîæ çâ'ÿ�
çíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà çàäàíié ìíîæèíi;

â) îáåðíåíå äî ÷àñòêîâîãî çâ'ÿçíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ¹
òåæ ÷àñòêîâî çâ'ÿçíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà çàäàíié ìíî�
æèíi;

ã) îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ¹ çâ'ÿçíèì áiíàðíèì
âiäíîøåííÿì íà çàäàíié ìíîæèíi.

27. Íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ çâ'ÿçíèõ i ÷àñòêîâî çâ'ÿçíèõ ái-
íàðíèõ âiäíîøåíü ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä, ÿê íà ìàëþíêó 1.40.

Ìàë. 1.40.

28. Ïðèêëàäè.

1. Âiäíîøåííÿ
”
a < b“,

”
a 6 b“ íà ÷èñëîâié ìíîæèíi çâ'ÿçíi.

2. Âiäíîøåííÿ
”
ρ(a) < ρ(b)“, äå a, b ∈ S � ñòóäåíòè äàíî¨ àó-

äèòîði¨, ρ(c) � âàãà ñòóäåíòà c ∈ S, ¹ çâ'ÿçíèì íà ìíîæèíi S âñiõ
ñòóäåíòiâ äàíî¨ àóäèòîði¨.

3. Âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íå
¹ çâ'ÿçíèì âiäíîøåííÿì íà öié ìíîæèíi.

4. Âiäíîøåííÿ
”
m− n ∈ N“, äå m,n ∈ N � íàòóðàëüíi ÷èñëà, íà

ìíîæèíi Z âñiõ öiëèõ ÷èñåë ¹ ÷àñòêîâî çâ'ÿçíèì âiäíîøåííÿì.
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5.5 Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà éîãî çâ'ÿçîê ç

ðîçáèòòÿì ìíîæèíè; ôàêòîð-ìíîæèíà; äåÿêi

óçàãàëüíåííÿ

1. Äàëi ðîçãëÿíåìo òàêi áiíàðíi âiäíîøåííÿ, ÿêi ìîæóòü âî-
ëîäiòè îäíî÷àñíî êiëüêîìà âëàñòèâîñòÿìè, ðîçãëÿíóòèìè â ïîïåðå-
äíüîìó ïàðàãðàôi 5.4.

Îäíèì iç íàéáiëüø ïîøèðåíèõ i øèðîêî âèêîðèñòîâóâàíèõ íà
ïðàêòèöi âiäíîøåíü ¹ òàê çâàíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi,
îçíà÷åííÿ ÿêîãî íàñòóïíå.

Îçíà÷åííÿ 5.5.1. Âiäíîøåííÿ ε ⊂ M ×M íàçèâà¹òüñÿ âiäíî�
øåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi (àáî ïðîñòî � åêâiâàëåíòíiñòþ) íà ìíî�
æèíi M , ÿêùî âîíî îäíî÷àñíî ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå i òðàíçè�
òèâíå íà ìíîæèíi M , òîáòî ∆M ⊂ ε, ε ⊂ ε−1, ε ◦ ε ⊂ ε, ùî íà
åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî âiäïîâiäíî òàêèì òðüîì ñïiââiä�
íîøåííÿì:

∀a ∈M)(a; a) ∈ ε; (5.5.1)

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ε→ (b; a) ∈ ε); (5.5.2)

(∀a, b, c ∈M)((a; b) ∈ ε ∧ (b; c) ∈ ε→ (a; c) ∈ ε). (5.5.3)

Îòæå, ε ⊂ M ×M � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (åêâiâà�

ëåíòíiñòü) íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ (∆M ⊂ ε ∧ ε ⊂ ε−1 ∧ ε ◦ ε ⊂ ε)⇔

((5.5.1) ∧ (5.5.2) ∧ (5.5.3)).
Iíîäi, äëÿ åêâiâàëåíòíîñòi âæèâàþòü ñïåöiàëüíi ïîçíà÷åííÿ. Íà-

ïðèêëàä, òàêi, ÿê: ≡, ∼ i ò.ï. Òîäi çàìiñòü çàïèñó (a; b) ∈ ε
âæèâàþòü, íàïðèêëàä, çàïèñ a ≡ b(ε), ÿêîãî, iíîäi, áóäåìî ïðèòðè-
ìóâàòèñÿ íàäàëi.

2. Ïðèêëàäè åêâiâàëåíòíîñòåé.
1. Âiäíîøåííÿ ïîäiáíîñòi ϕ ôiãóð íà ïëîùèíi ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ

íà ïëîùèíi P .
2. Âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi (ñïiâïàäàííÿ) åëåìåíòiâ íà òié ÷è iíøié

ìíîæèíi M � öå ∆M � äiàãîíàëü ìíîæèíè M , ¹ åêâiâàëåíòíiñòü
íà M .

3. Âiäíîøåííÿ τ =
”
â÷èòèñÿ íà îäíîìó i òîìó æ êóðñi“ ¹ åêâi-

âàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi S âñiõ ñòóäåíòiâ iíñòèòóòó.
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4. Âiäíîøåííÿ ε3, ÿêå âèçíà÷åíå ñïiââiäíîøåííÿìm ≡ n(ε3)
df⇐⇒

df⇐⇒ (m − n)
...3, äå m,n ∈ Z, ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi Z öiëèõ

÷èñåë.
5. Âiäíîøåííÿ ρ ðiâíîñèëüíîñòi ôîðìóë ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà

ìíîæèíi F âñiõ ëîãi÷íèõ ôîðìóë.
6. Âiäíîøåííÿ λ =

”
ïðîæèâàòè â îäíié êiìíàòi“ ¹ åêâiâàëåíòíi-

ñòþ íà ìíîæèíi S âñiõ ñòóäåíòiâ äàíîãî ãóðòîæèòêó.
7. Âiäíîøåííÿ α ñïiâíàïðÿìëåíîñòi âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ

íà ìíîæèíi V âñiõ âåêòîðiâ ïëîùèíè.
8. Âiäíîøåííÿ π =

”
Ìàòè ðiâíi ïëîùi“ äëÿ òðèêóòíèêiâ ¹ åêâi-

âàëåíòíiñòþ íà ïëîùèíi T âñiõ òðèêóòíèêiâ íà ïëîùèíi.

3. Êîæíà åêâiâàëåíòíiñòü ïî ñóòi â ïåâíîìó ðîçóìiííi �
öå

”
ðiâíiñòü“, òîáòî ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi (ó

ðîçóìiííi ñïiâïàäàííÿ) åëåìåíòiâ. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî, ãîâîðÿ÷è
ïðî åêâiâàëåíòíi åëåìåíòè (âiäíîñíî ïåâíîãî çàäàíîãî âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi), ìè äî ïåâíî¨ ìiðè ââàæà¹ìî ¨õ

”
ðiâíèìè“, ñóòò¹-

âî íåðîçðiçíèìèìè âiäíîñíî ðîçãëÿäóâàíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî
ðiâíîïðàâíèìè ìiæ ñîáîþ. Òàê, íàïðèêëàä,

”
áóòè ðîâåñíèêàìè“

îçíà÷à¹ ðiâíiñòü ïî âiêó,
”
ðiâíi òðèêóòíèêè“ îçíà÷à¹, ùî ó öèõ òðè-

êóòíèêiâ âiäïîâiäíi ñòîðîíè ìàþòü ðiâíi äîâæèíè, à âiäïîâiäíi êóòè
� îäíó i òó æå ñàìó êóòîâó âåëè÷èíó,

”
ðiâíîñèëüíi âèñëîâëåííÿ“

îçíà÷à¹, ùî ó íèõ îäíå i òå æ ñàìå iñòèííîñíå çíà÷åííÿ i ò.ä. .

4. Ðîçãëÿíåìî áiëüø äåòàëüíî áóäîâó âiäíîøåííÿ åêâiâà-
ëåíòíîñòi íà ìíîæèíi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîæíà åêâiâàëåíòíiñòü íà
ìíîæèíi òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç ðîçáèòòÿì ìíîæèíè íà ïiäìíîæèíè
(iíîäi ãîâîðÿòü, � íà êëàñè).

Îçíà÷åííÿ 5.5.2. Ðîçáèòòÿì ìíîæèíè M íà ïiäìíîæèíè

íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìíîæèíà GM
df
= {Mi|i ∈ I} íåïîðîæíiõ ïiäìíî�

æèí Mi ⊂M , äå i ∈ I, I � öå ìíîæèíà iíäåêñiâ, ùî öi ïiäìíîæè�
íè ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, à ¨õ îá'¹äíàííÿ ñïiâïàäà¹ ç äàíîþ
ìíîæèíîþ M .

Îòæå, GM = {Mi|i ∈ I} � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè íà êëàñè Mi,

äå i ∈ I df⇐⇒ (1) ∧ (2) ∧ (3), äå
(1): (∀i ∈ I)(∅ 6= Mi ⊂M);
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(2): (∀i, j ∈ I)(i 6= j →Mi ∩Mj = ∅);

(3):
⋃
i∈I

Mi = M , äå I � ìíîæèíà iíäåêñiâ.

Ïðèêëàäè.
1. Míîæèíà G1, G2, ..., G60 âñiõ ãðóï iíñòèòóòó � ðîçáèòòÿ ìíî-

æèíè S âñiõ ñòóäåíòiâ iíñòèòóòó íà ãðóïè Gi, äå i = 1, 2, ..., 60.
2. {2N, 2N − 1} � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè N âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

íà ïiäìíîæèíè 2N âñiõ ïàðíèõ i 2N −1 âñiõ íåïàðíèõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë.

3. {Mn|n ∈ N \ {1, 2}} � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè M âñiõ ìíîãîêó-
òíèêiâ íà ïëîùèíi P íà ïiäìíîæèíè Mn, äå n > 2, êîæíà ç ÿêèõ
ìiñòèòü âñi n-êóòíèêè öi¹¨ ïëîùèíè P .

5. Íåõàé ε ⊂ M ×M � åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi M , a ∈ M
� äîâiëüíèé åëåìåíò öi¹¨ ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 5.5.3. Çðiç ε〈a〉 = {b|a ≡ b(ε)} öi¹¨ åêâiâàëåíòíîñòi
ε ïî åëåìåíòó a ∈ M íàçèâà¹òüñÿ êëàñîì åêâiâàëåíòíîñòi ε ç
ïðåäñòàâíèêîì a ∈ M àáî, êîðîòêî, ε-êëàñîì ç ïðåäñòàâíèêîì
a ∈M .

Îòæå, ε-êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì a ∈ M ïî åêâiâàëåíòíîñòi
ε � öå çðiç ε〈a〉 = {b|a ≡ b(ε)} åêâiâàëåíòíîñòi ε ïî a ∈M .

Îçíà÷åííÿ 5.5.4. Ôàêòîð-ìíîæèíîþ ìíîæèíè M ïî åêâiâà�
ëåíòíîñòi ε ⊂M ×M íà öié ìíîæèíi M íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
âñiõ ε-êëàñiâ ïî ε, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì M/ε.

Îòæå, M/ε � ôàêòîð-ìíîæèíà ìíîæèíè M ïî åêâiâàëåí�

òíîñòi ε ⊂M ×M df⇐⇒M/ε
df
= {ε〈a〉|a ∈M}.

6. Ïðèêëàäè ôàêòîð-ìíîæèí ïî êîæíié ç âîñüìè åêâiâàëåí-
òíîñòåé, íàâåäåíèõ âèùå â ïóíêòi 2 äàíîãî ïàðàãðàôó.

1. P/ε � ìíîæèíà âñiõ ãðóï ôiãóð, êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü âñi
ïîäiáíi ìiæ ñîáîþ ôiãóðè äàíî¨ ïëîùèíè P .

2. M/∆M = {{a}|a ∈ M} � ìíîæèíà âciõ îäíîåëåìåíòíèõ ïiä-
ìíîæèí äàíî¨ ìíîæèíè M .

3. τ/S = {K1,K2,K3,K4,K5} � ìíîæèíà ïiäìíîæèí Ki ⊂ S, äå
i = 1, 2, 3, 4, 5, êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü âñiõ îäíîêóðñíèêiâ i-ãî êóðñó
iíñòèòóòó.
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4. Z/ε3 = {3Z, 3Z+1, 3Z+2} � ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü â ðîëi åëå-
ìåíòiâ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè Z öiëèõ ÷èñåë òàêi, ùî êîæåí åëåìåíò
ïiäìíîæèíè ïðè äiëåííi íà 3 äà¹ îäíàêîâó îñòà÷ó � âiäïîâiäíî 0,
1 àáî 2.

5. F/ρ � ìíîæèíà âñiõ êëàñiâ ëîãi÷íèõ ôîðìóë, êîæåí ç ÿêèõ
ìiñòèòü âñi ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ ôîðìóëè.

6. S/λ � ìíîæèíà âñiõ êiìíàò, â ÿêèõ æèâóòü âñi ñòóäåíòè äà-
íîãî ãóðòîæèòêó.

7. V/α � ìíîæèíà âñiõ êëàñiâ ìíîæèíè V âåêòîðiâ ïëîùèíè, â
êîæíîìó ç ÿêèõ ìiñòÿòü âñi âåêòîðè îäíîãî ïåâíîãî íàïðÿìêó.

8. T/π � ìíîæèíà âñiõ êëàñiâ òðèêóòíèêiâ íà ïëîùèíi, êîæeí ç
ÿêèõ ìiñòèòü âñi òðèêóòíèêè ç îäíi¹þ i òi¹þ æ ïëîùåþ.

7. Çâ'ÿçîê ìiæ åêâiâàëåíòíîñòÿìè íà ìíîæèíi òà ¨õ ðîçáèòòÿìè
ðîçêðèâà¹ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.5.1. ßêùî ε ⊂ M ×M � åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíî�
æèíi M , òî ôàêòîð-ìíîæèíà M/ε ¹ òàêèì ðîçáèòòÿì ìíîæè�

íè M íà ε-êëàñè, ùî ε =
⋃
a∈M

(ε〈a〉× ε〈a〉), òîáòî åêâiâàëåíòíiñòü

ε ¹ îá'¹äíàííÿì äåêàðòîâèõ êâàäðàòiâ ïî âñiì ε-êëàñàì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε ⊂ M ×M � åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi
M , à M/ε � âiäïîâiäíà ôàêòîð-ìíîæèíà öi¹¨ ìíîæèíè ïî ε. Â ñè-
ëó ðåôëåêñèâíîñòi ìà¹ìî: a ≡ a(ε), òîáòî a ∈ ε〈a〉 äëÿ áóäü-ÿêîãî
a ∈ M , ùî âêàçó¹ íà òå, ùî âñi ε-êëàñè íåïîðîæíi, à ¨õ îá'¹äíàí-
íÿ

⋃
a∈M

ε〈a〉 äà¹ âñþ ìíîæèíó M , òîáòî: M =
⋃
a∈M

ε〈a〉. Ïîêàæåìî

òåïåð, ùî ðiçíi ε-êëàñè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Íåõàé êëàñè ε〈a〉, ε〈b〉
ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîäi äëÿ äåÿêîãî c ∈ M ìà¹ìî c ∈ ε〈a〉 i c ∈ ε〈b〉,
òîáòî a ≡ c(ε), b ≡ c(ε). Ïîêàæåìî, ùî ε〈a〉 = ε〈b〉, òîáòî êëà-
ñè ε〈a〉 i ε〈b〉 ñïiâïàäàþòü. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ìà¹ìî: ÿêùî
x ∈ ε〈a〉, òî b ≡ c(ε), c ≡ a(ε), a ≡ x(ε), çâiäêè â ñèëó òðàíçèòèâ-
íîñòi ε ìà¹ìî b ≡ x(ε), òîáòî x ∈ ε〈b〉. Îòæå, ε〈a〉 ⊂ ε〈b〉. Àíàëîãi-
÷íî ïîêàçó¹ìî âêëþ÷åííÿ ε〈b〉 ⊂ ε〈a〉, çâiäêè i îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü
ε〈b〉 = ε〈a〉. Òàêèì ÷èíîì, ïîêàçàíî, ùî ôàêòîð-ìíîæèíà M/ε ¹
ðîçáèòòÿì ìíîæèíè M íà ε-êëàñè. Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî åêâi-
âàëåíòíiñòü ìíîæèíè M ¹ îá'¹äíàííÿì äåêàðòîâèõ êâàäðàòiâ ïî
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âñiì ε-êëàñàì, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ε =
⋃
a∈M

(ε〈a〉) × ε〈a〉).

Íåõàé a ≡ b(ε). Òîäi î÷åâèäíî, ùî a ∈ ε〈a〉, b ∈ ε〈a〉, òîáòî
(a; b) ∈ (ε〈a〉 × ε〈a〉) ⊂

⋃
a∈M

(ε〈a〉 × ε〈a〉). Îòæå, ïîêàçàíî âêëþ÷å-

ííÿ ε ⊂
⋃
a∈M

(ε〈a〉) × ε〈a〉). Íåõàé òåïåð (x; y) ∈
⋃
a∈M

(ε〈a〉 × ε〈a〉),

òîáòî x ∈ ε〈a〉, y ∈ ε〈a〉 äëÿ äåÿêîãî a ∈ M , ùî ðiâíîñèëü-
íî òîìó, ùî x ≡ a(ε), a ≡ y(ε). Çàñòîñóâàâøè òðàíçèòèâíiñòü ε,
â ðåçóëüòàòi îòðèìa¹ìî: x ≡ y(ε). Îòæå, ïîêàçàíî i âêëþ÷åííÿ⋃
a∈M

(ε〈a〉 × ε〈a〉) ⊂ ε, çâiäêè, â ñèëó äîâåäåíîãî ðàíiøå âêëþ÷åí-

íÿ ε ⊂
⋃
a∈M

(ε〈a〉 × ε〈a〉), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü: ε =
⋃
a∈M

(ε〈a〉 × ε〈a〉),

÷èì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè �

8. Ç äîâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè 5.5.1 âèïëèâà¹, ùî çîáðàæå-
ííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà äiàãðàìi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíà-
ííÿ êâàäðàòiâ, ÿêi ìiæ ñîáîþ íå ïåðåòèíàþòüñÿ i äiàãîíàëi ÿêèõ
â ñóêóïíîñòi óòâîðþþòü âñþ äiàãîíàëü êâàäðàòà, ÿêèé çîáðàæà¹
äåêàðòîâèé êâàäðàò ìíîæèíè, íà ÿêîìó çàäàíà åêâiâàëåíòíiñòü. Â
ðåçóëüòàòi çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìàòèìå òàêèé âèãëÿä, ÿê íà
ìàëþíêó 1.41.

9. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìà¹ ìiñöå i òåîðåìà, îáåðíåíà äî òåîðåìè
5.5.1, ÿêà ïiäñèëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ åêâiâàëåíòíîñòÿìè íà ìíîæèíi òà
¨õ ðîçáèòòÿìè.

Òåîðåìà 5.5.2. ßêùî GM = {Mi|i ∈ I} � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè

M íà êëàñè Mi, äå i ∈ I, òî âiäíîøåííÿ εGM =
⋃
I∈I

(Mi ×Mi) ¹

òàêîþ åêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi M , ùî ¨¨ ôàêòîð-ìíîæèíà
M/εGM ñïiâïàäà¹ ç äàíèì ðîçáèòòÿì GM , òîáòî M/εGM = GM .

Äîâåäåííÿ.ÍåõàéGM = {Mi|i ∈ I}� ðîçáèòòÿ ìíîæèíèM íà
êëàñèMi, äå i ∈ I. Ïîêàæåìî, ùî âiäíîøåííÿ εGM =

⋃
I∈I

(Mi×Mi) ¹

åêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi M . Íåõàé a ∈M � äîâiëüíèé åëåìåíò
ìíîæèíè M . Îñêiëüêè M =

⋃
I∈I

Mi, òî a ∈ Mi äëÿ äåÿêîãî i ∈ I,
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Ìàë. 1.41.

çâiäêè (a; a) ∈ (Mi ×Mi) ⊂ εGM . Òîìó εGM � ðåôëåêñèâíå âiäíî-
øåííÿ íà M . ßêùî (a; b) ∈ εGM , òîáòî (a; b) ∈Mi×Mi äëÿ äåÿêîãî
i ∈ I, òî î÷åâèäíî, ùî i (b; a) ∈ Mi ×Mi, îñêiëüêè a, b ∈ Mi. Òî-
ìó εGM � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ íà M . Íåõàé (a; b), (b; c) ∈ εGM ,
òîáòî äëÿ äåÿêèõ i, j ∈ I ìà¹ìî: a, b ∈ Mi i b, c ∈ Mj . Îñêiëüêè
b ∈ Mi,Mj , òîáòî Mi ∩Mj 6= ∅, òî â ñèëó óìîâè òåîðåìè Mi = Mj

(àäæå GM � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè M). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a, c ∈Mi,
òîáòî (a, c) ∈Mi ×Mi ⊂ εGM . Îòæå, εGM � òðàíçèòèâíå âiäíîøåí-
íÿ. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî εGM � åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi
M . Âiçüìåìî òåïåð äîâiëüíèé εGM -êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì a ∈ M .
Îñêiëüêè a ∈ Mi äëÿ äåÿêîãî i ∈ I, òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ εGM 〈a〉
ìà¹ìî a, x ∈ Mi, ùî äà¹ x ∈ Mi i, îòæå, εGM 〈a〉 ⊂ Mi. Ïîêàæåìî,
ùî i Mi ⊂ εGM 〈a〉. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ Mi ìà¹ìî: a, x ∈ Mi, ùî
äà¹ (a;x) ∈Mi ×Mi ⊂ εGM , òîáòî a ≡ x(εGM ), i, îòæå, x ∈ εGM 〈a〉.
Çâiäñè îòðèìà¹ìî âêëþ÷åííÿ Mi ⊂ εGM 〈a〉, ùî ðàçîì ç ïîïåðåäíiì
âêëþ÷åííÿì εGM ⊂Mi äà¹ ðiâíiñòü εGM 〈a〉 = Mi. Òàêèì ÷èíîì, âñi
εGM - êëàñè ¹ ÷ëåíàìè ðîçáèòòÿ GM ìíîæèíè M íà êëàñè Mi, äå
i ∈ I, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòüM/εGM = GM , ÷èì i çàâåðøó¹òüñÿ
äîâåäåííÿ òåîðåìè �

Âèñíîâîê. Ìiæ óñiìà åêâiâàëåíòíîñòÿìè äàíî¨ ìíîæè�
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íè M i âñiìà ðîçáèòòÿìè öi¹¨ ìíîæèíè âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ãî�
âîðÿòü, âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü: êîæíié åêâiâà�
ëåíòíîñòi ε âiäïîâiäà¹ ¹äèíå ðîçáèòòÿ M/ε � öå ôàêòîð�
ìíîæèíà ïî ε i, íàâïàêè, êîæíîìó ðîçáèòòþ GM = {Mi ⊂
⊂ M |i ∈ I} ìíîæèíè M âiäïîâiäà¹ ¹äèíà åêâiâàëåíòíiñòü:

εGM =
⋃
i∈I

(Mi ×Mi) íà M .

À öå âêàçó¹ íà òå, ùî âèâ÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòåé íà ìíîæèíi ìî-
æíà çâåñòè äî âèâ÷åííÿ ðîçáèòòiâ íà öié ìíîæèíi, i íàâïàêè. Òàêîþ
îáñòàâèíîþ ÷àñòî êîðèñòóþòüñÿ â ðiçíîìàíiòíèõ äîñëiäæåííÿõ.

10. ßê óæå âiäìi÷àëîñü ðàíiøå, åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi ¹
óçàãàëüíåííÿì âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi åëåìåíòiâ, oñêiëüêè åêâiâàëåí-
òíi ìiæ ñîáîþ åëåìåíòè ââàæàþòüñÿ ðiâíîïðàâíèìè, íåðîçðiçíèìè-
ìè âiäíîñíî ââåäåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi íà öié ìíîæèíi.

Âèùå òàêîæ áóëî âñòàíîâëåíî, ùî åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi
óòâîðþ¹ òàê çâàíó ôàêòîð-ìíîæèíó, òîáòî öÿ åêâiâàëåíòíiñòü çäié-
ñíþ¹ ðîçáèòòÿ äàíî¨ ìíîæèíè íà êëàñè, íà ãðóïè, â êîæíié ç ÿêèõ
åëåìåíòè ìíîæèíè ââàæàþòüñÿ åêâiâàëåíòíî ðiâíèìè, ðiâíî�
ïðàâíèìè, íåðîçðiçíèìèìè âiäíîñíî öi¹¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Íà ïðàêòèöi ââåäåííÿ òi¹¨ ÷è iíøî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ε íà
ïåâíié ìíîæèíiM ÷àñòî çíà÷íî ïîëåãøó¹ äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ìíî-
æèíè òà ¨¨ åëåìåíòiâ, à ñàìå: çàìiñòü äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé
êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìîæíà âèâ÷àòè âëàñòèâîñòi êîæíîãî
ε-êëàñó ôàêòîð-ìíîæèíè M/ε.

Íàâåäåìî â ÿêîñòi iëþñòðàöi¨ òàêèé ïðîñòèé ïðèêëàä: íåîá-
õiäíî äàòè àíàëiç íàâ÷àííÿ ñòóäåíòiâ iíñòèòóòó çà ïåâíèé ïåðiîä.
Çðîçóìiëî, ùî ïðîàíàëiçóâàòè íàâ÷àííÿ êîæíîãî ñòóäåíòà âàæêî,
ïîòðiáíî çàòðàòèòè áàãàòî ÷àñó i, ñàìå ãîëîâíå, ç îòðèìàíèõ äà-
íèõ óñïiøíîñòi ïî êîæíîìó ñòóäåíòó çðîáèòè çàãàëüíèé ÿêiñíèé
àíàëiç óñïiøíîñòi ñòóäåíòiâ âñüîãî iíñòèòóòó, ùî ïðàêòè÷íî íåìî-
æëèâî. Ùîá ïîëåãøèòè ïðîâåäåííÿ òàêîãî àíàëiçó óñïiøíîñòi, ìî-
æíà ââåñòè âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

”
â÷èòèñÿ íà îäíîìó êóð-

ñi“. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ôàêòîð-ìíîæèíó ç ï'ÿòè ïiäìíîæèí
K1,K2,K3,K4,K5, äå Ki � öå ìíîæèíà âñiõ ñòóäåíòiâ iíñòèòóòó,
ùî â÷àòüñÿ íà i-ìó êóðñi (i = 1, 5). Ïiñëÿ öüîãî íåâàæêî îòðèìàòè
çàãàëüíi äàíi íàâ÷àííÿ ïî êîæíîìó êóðñó îêðåìî, i ïðîàíàëiçóâàòè
¨õ, ñïiâñòàâèòè ìiæ ñîáîþ ïî êóðñàõ òà çðîáèòè ïåâíi âèñíîâêè.
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Âiäìiòèìî òàêîæ i òå, ùî ââîäÿ÷è ÷è âæèâàþ÷è òå ÷è ií�
øå ïîíÿòòÿ,ìè çàâæäè íåÿâíî âèêîðèñòîâó¹ìî òîé ÷è iíøèé
êëàñ ïåâíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, çàäàíî¨ íà äåÿêié ìíîæèíi. Íàïðè-
êëàä, ôðàçà

”
ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê“ ìà¹ íà óâàçi òå,

ùî öèì ñàìèì ñåðåä âñiõ òðèêóòíèêiâ ìè âèäiëèëè êëàñ òðèêóòíè-
êiâ ç ïðÿìèì êóòîì. Àíàëîãi÷íà ôðàçà

”
âiçüìåìî êâàäðàò“ âêàçó¹

íà òå, ùî ñåðåä âñiõ ôiãóð íà ïëîùèíi âèäiëèëè êëàñ ïîäiáíèõ ìiæ
ñîáîþ êâàäðàòiâ.

11. Biäìiòèìî äåÿêi î÷åâèäíi òâåðäæåííÿ âiäíîñíî åêâiâàëåí-
òíîñòåé íà çàäàíié ìíîæèíi M :

à) ∆M � öå
”
íàéìåíøà“ åêâiâàëåíòíiñòü íà M , êîæåí êëàñ

åêâiâàëåíòíîñòi ÿêî¨ ¹ îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà;

á) M ×M � öå
”
íàéáiëüøà“ åêâiâàëåíòíiñòü íà M , ôàêòîð�

ìíîæèíà ïî ÿêié ìiñòèòü ¹äèíèé êëàñ � ìíîæèíó M ;

â) ïåðåòèí åêâiâàëåíòíîñòåé íà M ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà M;

ã) äëÿ òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ ε ⊂M ×M áóëî åêâiâàëåíòíiñòþ
íà ìíîæèíiM , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíîñòi
ε ∪∆M = ε = ε−1 ◦ ε àáî æ òàêi âêëþ÷åííÿ: ∆M ⊂ ε, ε ◦ ε−1 ⊂ ε;

ä) äëÿ òîãî, ùîá îá'¹äíàííÿ åêâiâàëåíòíîñòåé ε1, ε2 ⊂ M ×M
íà ìíîæèíi M áóëî åêâiâàëåíòíiñòþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü ε1 ∪ ε2 = ε2 ◦ ε1;

å) êîìïîçèöiÿ åêâiâàëåíòíîñòåé ε1, ε2 ⊂ M ×M íà ìíîæèíi
M ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà öié ìíîæèíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ε2 ◦ ε1 = ε1 ◦ ε2.

12. Íå âäàþ÷èñü â äåòàëi äîñëiäæåííÿ, âiäìiòèìî ëèøå, ùî iñíó-
þòü ðiçíi óçàãàëüíåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi. Íàâåäå-
ìî îçíà÷åííÿ äåÿêèõ ç íèõ òà âçà¹ìîçâ'ÿçêè ç åêâiâàëåíòíîñòÿìè.

Îçíà÷åííÿ 5.5.5. Âiäíîøåííÿ ε ⊂ M × M íàçèâà¹òüñÿ ÷àñ�
òêîâîþ åêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi M , ÿêùî ε � ñèìåòðè÷íå
i òðàíçèòèâíå âiäíîøåííÿ íà öié ìíîæèíi, òîáòî ε ⊂ ε−1 i
ε ◦ ε ⊂ ε, ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî âiäïîâiäíî òà�
êèì ñïiââiäíîøåííÿì (5.5.4) i (5.5.5):

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ε→ (b; a) ∈ ε); (5.5.4)

(∀a, b, c ∈M)((a; b) ∈ ε ∧ (b; c) ∈ ε→ (a; c) ∈ ε). (5.5.5)

219



Áiíàðíi âiäíîøåííÿ

Îòæå, ε ⊂M ×M � ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi

M
df⇐⇒ (ε ⊂ ε−1 ∧ ε ◦ ε ⊂ ε)⇔ ((5.5.4)∧ (5.5.5)).
Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ ÷àñòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé íà ìíîæèíi

M ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ:
à) ÿêùî ε ⊂ M ×M � ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi

M , òî âîíà ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíà, ïðè÷îìó ∆prε = ∆pr1ε = ∆pr2ε,
i òîìó öÿ ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà ñâî¨é
îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, òîáòî íà ïiäìíîæèíi pr1ε ìíîæèíè M ;

á) äëÿ òîãî, ùîá ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü ε ⊂ M × M íà
ìíîæèíi M áóëà åêâiâàëåíòíiñòþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
âèêîíóâàëàñÿ îäíà iç ðiâíîñòåé pr1ε = M , pr2ε = M , prε = M ;

â) äëÿ òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ ε ⊂ M ×M áóëî ÷àñòêîâîþ åêâi�
âàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi M , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíó�
âàëèñÿ ðiâíîñòi: ε = ε−1 = ε ◦ ε, àáî æ òàêi âêëþ÷åííÿ: ∆prε ⊂ ε,
ε ◦ ε−1 ⊂ ε;

ã) ïåðåòèí ÷àñòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé íà M ¹ ÷àñòêîâîþ
åêâiâàëåíòíiñòþ íà M ;

ä) ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ ∅ íà M ¹
”
íàéìåíøîþ“ ÷àñòêîâîþ

åêâiâàëåíòíiñòþ íàM , à äåêàðòiâ êâàäðàòM×M � íàéáiëüøîþ;

å) åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi M çàâæäè ¹ ÷àñòêîâîþ
åêâiâàëåíòíiñòþ.

13. Ââåäåìî îçíà÷åííÿ (÷àñòêîâî¨) êâàçiåêâiâàëåíòíîñòi

Îçíà÷åííÿ 5.5.6. Âiäíîøåííÿ τ ⊂M×M íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêî�
âîþ êâàçiåêâiâàëåíòíiñòþ (÷àñòêîâîþ òîëåðàíòíiñòþ) íà ìíî�
æèíi M , ÿêùî τ ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíå i ñèìåòðè÷íå, òîáòî
∆prτ ⊂ τ i τ ⊂ τ−1, ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî âiäïî�
âiäíî òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì:

(∀a, b ∈M)((a, b) ∈ τ → (a; a), (b; b) ∈ τ); (5.5.6)

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ τ → (b; a) ∈ τ). (5.5.7)

Îòæå, τ ⊂M×M � ÷àñòêîâà êâàçiåêâiâàëåíòíiñòü (÷àñòêî�

âà òîëåðàíòíiñòü) íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ (∆ρrτ ⊂ τ ∧ τ ⊂ τ−1) ⇔

((5.5.6)∧ (5.5.7)).
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Îçíà÷åííÿ 5.5.7. Âiäíîøåííÿ τ ⊂M ×M íàçèâà¹òüñÿ êâàçiå�
êâiâàëåíòíiñòþ (òîëåðàíòíiñòþ) íà ìíîæèíi M , ÿêùî τ ðåôëå�
êñèâíå i ñèìåòðè÷íå, òîáòî ∆M ⊂ τ i τ ⊂ τ−1, ùî íà åëåìåíòàð�
íîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííÿì

(∀a ∈M)((a; a) ∈ τ) (5.5.8)

i âiäïîâiäíî (5.5.7).

Îòæå, τ ⊂ M ×M � êâàçiåêâiâàëåíòíiñòü (òîëåðàíòíiñòü)

íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ (∆M ⊂ τ ∧ τ ⊂ τ−1)⇔ ((5.5.7)∧ ()).

Â íàâåäåíèõ îçíà÷åííÿõ âæèòî òåðìiíè
”
êâàçiåêâiâàëåíòíiñòü“

òà
”
òîëåðàíòíiñòü“, ÿêi âiäïîâiäíî îçíà÷àþòü

”
íiáè åêâiâàëåí-

òíiñòü“ (â ñêëàäíîìó ñëîâi âæèòî êâàçi: âiä ëàòèíñüêîãî quasi
� íiáè, íåìîâáè) òà

”
äðóæíiñòü, ïðèÿçíiñòü“ (âiä ëàòèícüêîãî

tolerans).
Âiäìiòèìî äåÿêi òâåðäæåííÿ ïðî ÷àñòêîâi êâàçiåêâiâàëåíòíîñòi

òà êâàçiåêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi M , ÿêi íåâàæêî äîâåñòè, âèõî-
äÿ÷è ç âiäïîâiäíèõ îçíà÷åíü:

à) äîâiëüíà êâàçiåêâiâàëåíòíiñòü ¹ ÷àñòêîâîþ êâàçiåêâiâàëåí�
òíiñòþ;

á) äëÿ òîãî, ùîá ÷àñòêîâà êâàçiåêâiâàëåíòíiñòü τ áóëà êâàçi�
åêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi M , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âè�
êîíóâàëàñü õî÷à á îäíà iç ðiâíîñòåé: ∆pr1τ = ∆M , ∆pr2τ = ∆M ,
∆prτ = ∆M , àáî, ùî âiäïîâiäíî òåæ ñàìå, pr1τ = M , pr2τ = M ,
prτ = M ;

â) äîâiëüíà ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü íà M ¹ ÷àñòêîâîþ êâà�
çiåêâiâàëåíòíiñòþ íà M ;

ã) äîâiëüíà åêâiâàëåíòíiñòü íà M ¹ êâàçiåêâiâàëåíòíiñòþ íà
M ;

ä) ïåðåòèí (îá'¹äíàííÿ) ÷àñòêîâèõ êâàçiåêâiâàëåíòíîñòåé íà
M ¹ ÷àñòêîâîþ êâàçiåêâiâàëåíòíiñòþ íà M ;

å) ïåðåòèí (îá'¹äíàííÿ) êâàçiåêâiâàëåíòíîñòåé íà M ¹ êâàçiå�
êâiâàëåíòíiñòþ íà M .

14. Íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé, ÷àñ-
òêîâèõ êâàçiåêâiâàëåíòíoñòåé òà êâàçiåêâiâàëåíòíoñòåé ìàòèìóòü
òàêèé âèãëÿä, ÿê íà ìàëþíêó 1.42.
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Ìàë. 1.42.

15. Ïðèêëàäè ÷àñòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé, ÷àñòêîâèõ òîëåðàí-
òíîñòåé òà òîëåðàíòíîñòåé.

1. Âiäíîøåííÿ ïîäiáíîñòi ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ íà ìíîæèíi
T âñiõ òðèêóòíèêiâ íà ïëîùèíi ¹ ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü íà T .

2. Âiäíîøåííÿ
”
m i n ïðè äiëåííi íà 5 ìàþòü îäíàêîâó îñòà÷ó,

äå m,n ∈ N � íàòóðàëüíi ÷èñëà“ ¹ ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü íà
ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë.

3. Âiäíîøåííÿ
”
ñëîâà a i b iç òðüîõ áóêâ ìàþòü õî÷à áè îäíó

îäíàêîâó áóêâó“ ¹ ÷àñòêîâîþ êâàçiåêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi âñiõ
ñëiâ.

4. Âiäíîøåííÿ
”
ñëîâà a i b ìàþòü õî÷à áè îäíó îäíàêîâó áóêâó“

¹ êâàçiåêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi âñiõ ñëiâ.

5. Âiäíîøåííÿ
”
a çíàéîìèé ç b“ ¹ êâàçiåêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíî-

æèíi âñiõ ñòóäåíòiâ iíñòèòóòó.

6. Âiäíîøåííÿ
”
âiäðiçêè a i b ìàþòü õî÷à á îäíó ñïiëüíó òî÷êó“

¹ òîëåðàíòíiñòþ íà ìíîæèíi âñiõ âiäðiçêiâ ïëîùèíè (àíàëîãi÷íî ìî-
æíà ðîçãëÿíóòè ìíîæèíó âñiõ âiäðiçêiâ íà ïðÿìié i ò.ä.).
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5.6 Âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó; âïîðÿäêîâàíà ìíîæè�

íà òà ¨¨ îñîáëèâi åëåìåíòè; äåÿêi óçàãàëüíåí�

íÿ

1. Íà ïðàêòèöi, â æèòòi, ïðè ðîçãëÿäi òà äîñëiäæåííi ïåâíèõ îá'-
¹êòiâ ¨õ, ÿê ïðàâèëî, ïîðiâíþþòü ìiæ ñîáîþ, âèÿñíÿþòü, ùî â íèõ ¹
ñïiëüíîãî, à ùî â íèõ ¹ òàêå, ÷èì âîíè ðiçíÿòüñÿ ìiæ ñîáîþ. Àäæå
çàâæäè ïåâíi îá'¹êòè ÷èìîñü ñõîæi ìiæ ñîáîþ, à ÷èìîñü i âiäìií-
íi. Â ðåçóëüòàòi ìè ïðèõîäèìî äî âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi,
çàâäÿêè ÿêèì ìè ìà¹ìî çìîãó îòîòîæíþâàòè, íå ðîçðiçíÿòè ïåâíi
îá'¹êòè ìiæ ñîáîþ, ùî ÷àñòî ñïðîùó¹ i äîïîìàãà¹ âòiëèòè â æèòòÿ
äîñëiäæåííÿ öèõ îá'¹êòiâ.

Ðàçîì ç òèì â òåîðåòè÷íèõ i, îñîáëèâî, â ïðàêòè÷íèõ äîñëiäæåí-
íÿõ íàäçâè÷àéíî âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ íå ëèøå âñòàíîâëåííÿ ñõî-
æîñòi òà âiäìiííîñòi â îá'¹êòàõ ïðè ïîðiâíÿííi ¨õ ìiæ ñîáîþ, à i
óìiííÿ ¨õ ðîçìiñòèòè â ïðîñòîði, â ÷àñi, ãîâîðÿòü, ðàíæóâàòè ¨õ,
âñòàíîâèòè ¨õ ìiñöå â ïåâíié, ãîâîðÿòü, i¹ðàðõi¨, â ïåâíîìó ïîðÿäêó.
Íàïðèêëàä, ñþäè ìîæíà âiäíåñòè i ðîçìiùåííÿ ïðiçâèù ïî àëôàâi-
òó, i âñòàíîâëåííÿ ïîðÿäêó ðîçòàøóâàííÿ áóäiâåëü â ìiêðîðàéîíi,
i ïîðiâíÿííÿ äåÿêèõ îá'¹êòiâ ìiæ îñîáîþ âiäíîñíî äåÿêî¨ ¨õ ìiðè
(âàãè, îá'¹ìó, äîâæèíè òîùî), i âñòàíîâëåííÿ ðîäèííîãî çâ'ÿçêó,
íàïðèêëàä,

”
áóòè íàùàäêîì“, i ç'ÿñóâàííÿ ïîðÿäêó âèêîíàííÿ ïåâ-

íèõ âèäiâ ðîáiò i.ò.ï. . Ó çâ'ÿçêó ç öèì i ââîäÿòüñÿ ïîíÿòòÿ âiä�
íîøåííÿ ïîðÿäêó ìiæ åëåìåíòàìè ïåâíî¨ ìíîæèíè (âäóìà¹ìîñÿ
â ñïiëüíîêîðiííi ñëîâà

”
ðÿä“,

”
ïîðÿäêóâàòè“ òîùî). Iñíó¹ êiëüêà

âèäiâ âiäíîøåíü ïîðÿäêó. Ââåäåìî äåÿêi ç íèõ.

2. Ââåäåìî çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 5.6.1. Âiäíîøåííÿ ω ⊂ M × M íàçèâà¹òüñÿ ïî�
ðÿäêîì (iíîäi ãîâîðÿòü � ïðåäïîðÿäêîì) íà ìíîæèíi M , ÿêùî ω
òðàíçèòèâíå i àíòèñèìåòðè÷íå, òîáòî ω◦ω ⊂ ω i ω∩ω−1 ⊂ ∆M ,
ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî âiäïîâiäíî ñïiââiäíîøåí�
íÿì:

(∀a, b, c ∈M)((a; b) ∈ ω ∧ (b; c) ∈ ω → (a; c) ∈ ω); (5.6.1)

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ω ∧ (b; a) ∈ ω → a = b). (5.6.2)
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Îòæå, ω ⊂ M ×M � ïîðÿäîê (ïðåäïîðÿäîê) íà ìíîæèíi

M
df⇐⇒ (ω ◦ ω ⊂ ω ∧ ω ∩ ω−1 ⊂ ∆M )⇔ ((5.6.1)∧ ((5.6.2)).

3. Ñåðåä ðiçíîìàíiòíèõ ïîðÿäêiâ íà ìíîæèíi â ïåðøó ÷åðãó âè-
äiëÿþòü ñòðîãi ïîðÿäêè i íåñòðîãi ïîðÿäêè.

Îçíà÷åííÿ 5.6.2. Ïîðÿäîê ω ⊂M ×M íà ìíîæèíi M íàçèâà�
¹òüñÿ ñòðîãèì, ÿêùî âií iððåôëåêñèâíèé íà M , òîáòî ∆M ⊂ ω,
ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀a ∈M)(a; a) /∈ ω. (5.6.3)

Îòæå, ïîðÿäîê ω ⊂ M × M íà ìíîæèíi M ñòðîãèé
df⇐⇒

ïîðÿäîê ω iððåôëåêñèâíèé íà M ⇔ ∆M ⊂ ω ⇔ (5.6.3).

Îçíà÷åííÿ 5.6.3. Ïîðÿäîê ω ⊂M ×M íà ìíîæèíi M íàçèâà�
¹òüñÿ íåñòðîãèì, ÿêùî âií ðåôëåêñèâíèé íà M , òîáòî ∆M ⊂ ω,
ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀a ∈M)(a; a) ∈ ω. (5.6.4)

Îòæå, ïîðÿäîê ω ⊂ M ×M íà ìíîæèíi M íåñòðîãèé
df⇐⇒

ïîðÿäîê ω ðåôëåêñèâíèé íà M ⇔ ∆M ⊂ ω ⇔ (5.6.4).

4.Î÷åâèäíî, ùî ìiæ ñòðîãèì i íåñòðîãèì ïîðÿäêàìè íà ìíîæèíi
iñíó¹ òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê, à ñàìå:

à) ÿêùî ω ⊂ M ×M � ñòðîãèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi M , òîäi
ω ∪∆M � íåñòðîãèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi M .

á) ÿêùî ω ⊂ M ×M íåñòðîãèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi M , òîäi
ω \∆M � ñòðîãèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi M .

Iç öèõ äâîõ òâåðäæåíü âèïëèâà¹, ùî çíàþ÷è îäèí iç ïîðÿäêiâ íà
ìíîæèíi � ñòðîãèé ÷è íåñòðîãèé, ëåãêî îòðèìàòè iíøèé iç íèõ çà
ðàõóíîê ïðè¹äíàííÿ ÷è âèëó÷åííÿ äiàãîíàëi ìíîæèíè.

Âiäìiòèìî, ùî ìîæíà ïîêàçàòè ñïðàâåäëèâiñòü òàêèõ äâîõ òâåð-
äæåíü âiäíîñíî ñòðîãîãî ïîðÿäêó íà çàäàíié ìíîæèíi:

Òåîðåìà 5.6.1. Äëÿ òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ ω ⊂ M ×M áóëî
ñòðîãèì ïîðÿäêîì íà ìíîæèíi M , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
âîíî áóëî òðàíçèòèâíèì òà iððåôëåêñèâíèì, òîáòî: ω ◦ ω ⊂ ω i
∆M ⊂ ω, ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííÿì
(5.6.1) i (5.6.3) âiäïîâiäíî.
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Òåîðåìà 5.6.2. Äëÿ òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ ω ⊂ M ×M áóëî
ñòðîãèì ïîðÿäêîì íà ìíîæèíi M , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
âîíî áóëî òðàíçèòèâíèì i àñèìåòðè÷íèì, òîáòî ω ◦ ω ⊂ ω i ω ∩
∩ ω−1 = ∅, ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåí�
íÿì (1) i âiäïîâiäíî:

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ω → (b; a) /∈ ω). (5.6.5)

Äîâåäåííÿ òåîðåì 5.6.1, 5.6.2 ïðîâåäiòü ñàìîñòiéíî.

5. Ñåðåä ðiçíèõ âèäiâ ïîðÿäêiâ íà ìíîæèíi âàæëèâó ðîëü âiäi-
ãðàþòü òàê çâàíi ëiíiéíi ïîðÿäêè.

Îçíà÷åííÿ 5.6.4. Ïîðÿäîê ω ⊂ M ×M íà ìíîæèíi M íàçè�
âà¹òüñÿ ëiíiéíèì àáî äîñêîíàëèì, ÿêùî ïîðÿäîê ω � çâ'ÿçíå âiä�
íîøåííÿ íà ìíîæèíi M , òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: ω ∪ ω−1 ∪
∪ ∆M = M ×M , ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiä�
íîøåííþ

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ ω ∨ (b; a) ∈ ω ∨ a = b). (5.6.6)

Îòæå, ïîðÿäîê ω ⊂M×M íà ìíîæèíi M ëiíiéíèé (äîñêî�

íàëèé)
df⇐⇒ ω ∪ ω−1 ∪∆M = M ×M ⇔ (5.6.6).

Îçíà÷åííÿ 5.6.5. Ïîðÿäîê ω ⊂ M ×M íà ìíîæèíi M íàçè�
âà¹òüñÿ íåëiíiéíèì (íåäîñêîíàëèì àáî, ãîâîðÿòü, ÷àñòêîâèì ïî�
ðÿäêîì), ÿêùî ïîðÿäîê ω íå ¹ çâ'ÿçíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi
M , òîáòî ω ∪ ω−1 ∪ ∆M 6= M ×M , ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi
ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∃a, b ∈M)((a; b) /∈ ω ∧ (b; a) /∈ ω ∧ a 6= b). (5.6.7)

Îòæå, ïîðÿäîê ω ⊂M ×M íà ìíîæèíi M íåëiíiéíèé (íå�

äîñêîíàëèé àáî ÷àñòêîâèé)
df⇐⇒ ω ∪ ω−1 ∪ ∆M 6= M × M ⇔

(5.6.7).
Ç íàâåäåíèõ îçíà÷åíü ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî ðîçðiçíÿþòü

ñòðîãi ïîðÿäêè � ëiíiéíi òà íåëiíiéíi, i íåñòðîãi ïîðÿäêè � ëiíiéíi
òà íåëiíiéíi íà ÿêiéñü çàäàíié ìíîæèíi.

Çàóâàæåííÿ. Íà ÷èñëîâèõ ìíîæèíàõ âiäíîøåííÿ
”
ìåíøå“,

”
áiëüøå“ ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè <,>, à âiäíîøåííÿ

”
íå áiëüøå“,

”
íå

ìåíøå“� âiäïîâiäíî 6,>.
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6. Ïðèêëàäè.

1. Íà äîâiëüíié ÷èñëîâié ìíîæèíi âiäíîøåííÿ <,> ¹ ñòðîãèìè
ëiíiéíèìè ïîðÿäêàìè, à âiäíîøåííÿ 6,> � íåñòðîãèìè ëiíiéíèìè
ïîðÿäêàìè.

2. Âiäíîøåííÿ âêëþ÷åííÿ ⊂ íà ìíîæèíi P(M)
df
= {A|A ⊂ M}

âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè M , ÿêà ìà¹ áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà, ¹
íåëiíiéíèì íåñòðîãèì ïîðÿäêîì.

3. Âiäíîøåííÿ ðîçòàøóâàííÿ ñëiâ â ñëîâíèêó, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ
ëåêñèêîãðàôi÷íèì ïîðÿäêîì, ¹ ëiíiéíèì ñòðîãèì ïîðÿäêîì íà
ìíîæèíi âñiõ ñëiâ, ðîçìiùåíèõ ïî àëôàâiòó â ñëîâíèêó (áåç âðàõó-
âàííÿ ñëiâ � îìîíiìiâ).

4. Âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi íà ìíîæèíi N âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë ¹ íåëiíiéíèì íåñòðîãèì ïîðÿäêîì; öiêàâî, ùî âiäíîøåííÿ ïî-
äiëüíîñòi íà ìíîæèíi Z âñiõ öiëèõ ÷èñåë íå ¹ âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó
(ïîÿñíiòü ñàìîñòiéíî, ÷îìó öå òàê).

5. Âiäíîøåííÿ
”
áóòè ìîëîäøèì ïî âiêó“,

”
áóòè ñòàðøèì ïî âi-

êó“,
”
áóòè íàùàäêîì“ ¹ âiäíîøåííÿìè ëiíiéíîãî ñòðîãîãî ïîðÿäêó

íà ìíîæèíi ëþäåé (ÿêùî íå âðàõîâóâàòè ðîâåñíèêiâ).

7. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ ïîðÿäêiâ íà çàäàíié ìíîæèíi ìà-
þòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî ω ⊂ M ×M � ïîðÿäîê ïåâíîãî âèäó íà ìíîæèíi M ,
òî i îáåðíåíå âiäíîøåííÿ ω−1 ⊂M ×M ¹ òåæ ïîðÿäêîì òîãî æ
ñàìîãî âèäó íà öié ìíîæèíi, ÿêèé íàçèâàþòü îáåðíåíèì äî äàíîãî
ïîðÿäêó;

2) ÿêùî ω1, ω2 ⊂ M ×M � ïîðÿäêè îäíîãî i òîãî æ âèäó íà
ìíîæèíi M , òî ïåðåòèí ω1 ∩ ω2 ⊂ M ×M öèõ ïîðÿäêiâ ¹ òeæ
ïîðÿäêîì òîãî æ ñàìîãî âèäó íà öié ìíîæèíi (áåç âðàõóâàííÿ ¨õ
ëiíiéíîñòi).

8. Ïàðó âèäó (M ;ω), äå ω ⊂ M × M � ïîðÿäîê ïåâíîãî âè-
äó íà ìíîæèíi M , íàçèâàþòü âïîðÿäêîâàíîþ öèì ïîðÿäêîì ω
ìíîæèíîþ.

Çðîçóìiëî, ùî íà îäíié i òié æå ìíîæèíi ìîæíà çàäàâàòè ðiçíi
ïîðÿäêè. Â çâ'ÿçêó ç öèì óòâîðþâàòèìåòüñÿ ïî-iíøîìó âïîðÿäêî-
âàíà öÿ æ ñàìà ìíîæèíà, òîáòî íà îäíié ìíîæèíi ìîæåìî óòâîðþ-
âàòè ïî-ðiçíîìó âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè (ïîäiáíå ìà¹ìî, íàïðèêëàä,
ç ìíîæèíîþ N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, íà ÿêié ìîæåìî çàäàâàòè ðiçíi
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îïåðàöi¨ íàä ÷èñëàìè).
Â çâ'ÿçêó ç ðiçíèìè íàçâàìè äëÿ ïîðÿäêiâ îòðèìóâàòèìåìî i

âiäïîâiäíî ðiçíi íàçâè äëÿ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè.
Ïðèêëàäè âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí.
1) (P(M);⊂) � íåëiíiéíî íåñòðîãî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà

P(M) âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè M ïî âêëþ÷åííþ ⊂ öèõ ïiäìíî-
æèí.

2) (N;<) � ëiíiéíî ñòðîãî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë âiäíîñíî ïîðÿäêó

”
ìåíøå“.

3) (N;
...) � íåëiíiéíî íåñòðîãî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà N âñiõ íà-

òóðàëüíèõ ÷èñåë ïî âiäíîøåííþ ïîäiëüíîñòi ÷èñåë.
4) (Z;6) � ëiíiéíî íåñòðîãî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà âñiõ öiëèõ

÷èñåë ïî âiäíîøåííþ
”
íå áiëüøå“.

5) (R;<) � ëiíiéíî ñòðîãî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà R âñiõ äiéñíèõ
÷èñåë âiäíîñíî ïîðÿäêó

”
ìåíøå“.

9. Íåõàé X ⊂M � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè (M ;ω), à ωX = ω ∩ (X × X) � îáìåæåííÿ ïîðÿäêó ω íà
ïiäìíîæèíó X ⊂ M , ÿêå î÷åâèäíî ¹ ïîðÿäêîì òîãî æ ñàìîãî âèäó
íà ìíîæèíi X, ùî i ïîðÿäîê ω íà ìíîæèíi M . Ó ðåçóëüòàòi îòðè-
ìà¹ìî âïîðÿäêîâàíó ïiäìíîæèíó (X;ωX) âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè
(M ;ω) òîãî æ ñàìîãî âèäó. Îòðèìàíà âïîðÿäêîâàíà ïiäìíîæèíà
òåæ íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (M ;ω)
íà ïiäìíîæèíó X.

Ó ðîçãëÿíóòèõ âèùå ïðèêëàäàõ î÷åâèäíî, ùî âïîðÿäêîâàíà ìíî-
æèíà (N;<) ¹ îáìåæåííÿì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (R;<) âñiõ äié-
ñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî ïîðÿäêó

”
ìåíøå“ íà ìíîæèíó N âñiõ íàòóðàëü-

íèõ ÷èñåë. Îáèäâi öi ìíîæèíè ¹ ëiíiéíî ñòðîãî âïîðÿäêîâàíèìè
ìíîæèíàìè.

10. Íåõàé (M ;ω) � äîâiëüíà âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Ðîçãëÿíå-
ìî äåÿêi îñîáëèâi åëåìåíòè òà ïiäìíîæèíè öi¹¨ ìíîæèíè.

Íåõàé X ⊂ M � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà öi¹¨ âïîðÿä-
êîâàíî¨ ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 5.6.6. Åëåìåíò a ∈ M íàçèâà¹òüñÿ ìàæîðàí�

òîþ ïiäìíîæèíè X, ÿêùî (x; a) ∈ ω äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X, i
íàçèâà¹òüñÿ ìiíîðàíòîþ öi¹¨ ïiäìíîæèíè X, ÿêùî (a;x) ∈ ω
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äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Maj(X) ìíîæèíó âñiõ ìàæîðàíò ïiäìíîæèíè
X ⊂M , à ÷åðåçMin(X) � ìíîæèíó âñiõ ìiíîðàíò öi¹¨ ïiäìíîæèíè
X ⊂ M âiäíîñíî ïîðÿäêó ω íà ìíîæèíi M . Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ
öèõ ìíîæèí Maj(X), Min(X) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

Maj(X) =
⋂
x∈X

ω〈x〉;

Min(X) =
⋂
x∈X

ω−1〈x〉.

Îçíà÷åííÿ 5.6.7. Åëåìåíò a ∈ X íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèì
åëåìåíòîì öi¹¨ ïiäìíîæèíè X ⊂M âiäíîñíî ïîðÿäêó ω, ÿêùî âií
¹ ìàæîðàíòîþ ïiäìíîæèíè X \ {a}, i íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì ¨¨
åëåìåíòîì, ÿêùî âií ¹ ìiíîðàíòîþ ïiäìíîæèíè X \ {a}.

Îòæå, ìà¹ìî:
a ∈ X � íàéáiëüøèé åëåìåíò ïiäìíîæèíè X ⊂M âiäíîñíî

ïîðÿäêó ω
df⇐⇒ a ∈ X ∧ a ∈

⋂
x∈X\{a}

ω〈x〉;

a ∈ X � íàéìåíøèé åëåìåíò ïiäìíîæèíè X ⊂ M âiäíîñíî ïî-

ðÿäêó ω
df⇐⇒ a ∈ X ∧ a ∈

⋂
x∈X\{a}

ω−1〈x〉.

Îçíà÷åííÿ 5.6.8. Åëåìåíò a íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ âåðõíüîþ
ãðàííþ ïiäìíîæèíè X ⊂ M âiäíîñíî ïîðÿäêó ω òà ïîçíà÷à¹òüñÿ
sup(X), ÿêùî âií ¹ íàéìåíøîþ ìàæîðàíòîþ öi¹¨ ïiäìíîæèíè X,
i íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ öi¹¨ ïiäìíîæèíè X òà
ïîçíà÷à¹òüñÿ inf(X), ÿêùî âií ¹ íàéáiëüøîþ ìiíîðàíòîþ ïiäìíî�
æèíè X.

Îòæå, ìà¹ìî:

a
df
= sup(X) � òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü ïiäìíîæèíè X ⊂ M

âiäíîñíî ïîðÿäêó ω
df⇐⇒ a ∈Maj(X) ∧ a ∈

⋂
x∈Maj(X)\{a}

ω−1〈x〉;

a
df
= inf(X) � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ïiäìíîæèíè X ⊂ M

âiäíîñíî ïîðÿäêó ω
df⇐⇒ a ∈Min(X) ∧ a ∈

⋂
x∈Min(X)\{a}

ω〈x〉.
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Âiäìiòèìî,ùî ïîçíà÷åííÿ sup, inf � öå ñêîðî÷åííÿ âiäïîâiäíî
ëàòèíñüêèõ ñëiâ supremun (íàéâèùèé) òà in�mum (íàéíèæ÷èé).

Îçíà÷åííÿ 5.6.9. Åëåìåíò a ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì
åëåìåíòîì öi¹¨ ïiäìíîæèíè X ⊂M âiäíîñíî ïîðÿäêó ω, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ X òàêîãî, ùî x 6= a, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:
(a;x) /∈ ω, i íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì åëåìåíòîì öi¹¨ ïiäìíîæè�
íè X ⊂M , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ X òàêîãî, ùî x 6= a,
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: (x; a) /∈ ω.

Îòæå, ìà¹ìî:
a � ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò ïiäìíîæèíè X ⊂M âiäíîñíî

ïîðÿäêó ω
df⇔ (ω〈a〉∩X)\{a} = ∅⇔ (∀x ∈ X)((a;x) ∈ ω → a = x);

a � ìiíiìàëüíèé åëåìåíò ïiäìíîæèíè X ⊂ M âiäíîñíî

ïîðÿäêó ω
df⇔ (ω−1〈a〉 ∩X) \ {a} = ∅⇔ (∀x ∈ X)((x; a) ∈ ω → a =

= x).

11. Îòæå, íàìè ââåäåío òðè ïàðè áëèçüêèõ ïî ñïiâçâó÷íîñòi i
ñìèñëó îñîáëèâèõ åëåìåíòiâ äëÿ çàäàíî¨ ïiäìíîæèíè X ⊂M äåÿêî¨
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (M ;ω): íàéáiëüøèé i íàéìåíøèé åëå�
ìåíòè X, òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü � sup(X) i òî÷íà íèæíÿ ãðàíü
� inf(X) äëÿ X, ìàêñèìàëüíèé i ìiíiìàëüíèé åëåìåíòè X.

Áåçïåðå÷íî, ùî ìiæ íèìè iñíóþòü, âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åíü, ïåâíi
çâ'ÿçêè. Âiäìiòèìî ¨õ ó âèãëÿäi íàñòóïíèõ òâåðäæåíü, äîâåäåííÿ
ÿêèõ ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî:

1) ÿêùî äëÿ çàäàíî¨ ïiäìíîæèíè iñíó¹ íàéáiëüøèé (íàéìåí�
øèé) åëåìåíò, òî âií ¹äèíèé;

2) ÿêùî äëÿ çàäàíî¨ ïiäìíîæèíè iñíó¹ íàéáiëüøèé (íàéìåí�
øèé) åëåìåíò, òî âií ¹ îäíî÷àñíî i ìàêñèìàëüíèì (ìiíiìàëüíèì)
åëåìåíòîì öi¹¨ ïiäìíîæèíè;

3) ÿêùî äëÿ çàäàíî¨ ïiäìíîæèíè iñíó¹ òî÷íà âåðõíÿ (íèæíÿ)
ãðàíü, òî âîíà ¹äèíà;

4) äëÿ çàäàíî¨ ïiäìíîæèíè ìàêñèìàëüíèõ (ìiíiìàëüíèõ) åëå�
ìåíòiâ ìîæå iñíóâàòè äîâiëüíà êiëüêiñòü;

5) òî÷íà âåðõíÿ (íèæíÿ) ãðàíü äàíî¨ ïiäìíîæèíè ñïiâïàäà¹ ç
¨¨ íàéáiëüøèì (íàéìåíøèì) åëåìåíòîì, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âîíà íàëåæèòü öié ïiäìíîæèíi.
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12. Ïðèêëàäè îñîáëèâèõ åëåìåíòiâ äëÿ âïîðÿäêîâàíèõ
ïiäìíîæèí.

1. X = [4; 9) = {x ∈ R|4 6 x < 9} ⊂ R � íàïiââiäðiçîê âïîðÿä-
êîâàíî¨ ìíîæèíè (R;6) äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîøåííÿì

”
íå áiëüøå“.

Ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî 4 ¹ îäíî÷àñíî íàéìåíøèì åëåìåíòîì ìíîæè-
íè X òàêèì, ùî 4 = inf(X), òîáòî ñïiâïàäà¹ ç òî÷íîþ íèæíüîþ
ãðàííþ X. Î÷åâèäíî, ùî 9 = sup(X) � òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü X, i
öÿ ìíîæèíà X íå ìà¹ íàéáiëüøîãî åëåìåíòà. Îòæå, î÷åâèäíî, ùî
4 ¹ ìiíiìàëüíèì åëåìåíòîì X, à ìàêñèìàëüíîãî åëåìåíòà X íåìà¹.
Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî Maj(X) = [9; +∞) � ìíîæèíà âñiõ ìàæî-
ðàíò X, àMin(X) = (−∞; 4] � ìíîæèíà âñiõ ìiíîðàíò ïiäìíîæèíè
X = [4; 9) ⊂ R.

2. X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} � ïiäìíîæèíà âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè

(N;
...) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç âiäíîøåííÿì ïîäiëüíîñòi

..., ÿêå, ÿê ìè
çíà¹ìî, ¹ íåëiíiéíèì íåñòðîãèì ïîðÿäêîì. Ëåãêî áà÷èòè, ùî 1 ¹
îäíî÷àñíî i íàéáiëüøèì åëåìåíòîì, i ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì, i
òî÷íîþ âåðõíüîþ ãðàííþ äàíî¨ ïiäìíîæèíè X. Öÿ ïiäìíîæèíà ìà¹
òðè ìiíiìàëüíi åëåìåíòè: 4, 5, 6 i íå ìà¹ íàéìåíøîãî åëåìåíòà. Î÷å-
âèäíî, ùî inf(X) = 60 � öå òî÷íà íèæíÿ ãðàíü äàíî¨ ìíîæèíè X;
âîíà ¹ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì. Î÷åâèäíî, ùîMaj(X) = {1}
� ìíîæèíà âñiõ ìàæîðàíò X, òîáòî âñiõ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ X, à
Min(X) = {60n|n ∈ N} = {60, 120, 180, 240, ..., 60n, ...} � ìíîæèíà
âñiõ ñïiëüíèõ êðàòíèõ ìíîæèíè X.

13. Íåõàé (M ;ω) � âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Íà íié ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ïðîìiæêè, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿìè âiäîìèõ ïîíÿòü ïðîìiæ-
êiâ, iíòåðâàëiâ, íàïiâiíòåðâàëiâ, âiäðiçêiâ, ÿêi ââîäÿòüñÿ íà âiäîìèõ
ç øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè ÷èñëîâèõ ìíîæèíàõ.

Îçíà÷åííÿ 5.6.10. Iíòåðâàëîì (a; b) ç êiíöÿìè a, b ∈ M , äå
(a; b) ∈ ω, a 6= b íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ òàêèõ åëåìåíòiâ x ∈
∈ M ç ìíîæèíè M , ÿêi âiäìiííi âiä êiíöiâ a, b öüîãî iíòåðâàëó i
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó: ((a;x) ∈ ω ∧ (x; b) ∈ ω).

Îòæå, (a, b) � iíòåðâàë ç êiíöÿìè íà âïîðÿäêîâàíié ìíî�

æèíi (M ;ω)
df⇐⇒ a, b ∈M ∧a 6= b∧(a, b) ∈ ω∧(a; b) = {x|x 6= a∧x 6=

6= b ∧ (a;x) ∈ ω ∧ (x; b) ∈ ω}.
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Îçíà÷åííÿ 5.6.11. Ñåãìåíòîì [a; b] (àáî âiäðiçêîì) ç êiíöÿìè
a, b ∈M , äå (a; b) ∈ ω, a 6= b, íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿ [a; b] = (a; b)∪
∪ {a, b} âiäïîâiäíîãî éîìó iíòåðâàëà (a; b) ç éîãî êiíöÿìè a, b.

Îòæå, [a; b] � ñåãìåíò (âiäðiçîê) ç êiíöÿìè a, b íà âïîðÿä�

êîâàíié ìíîæèíi (M ;ω)
df⇐⇒ [a; b]

df
= (a; b) ∪ {a, b}.

Íàïiâiíòåðâàëè (íàïiââiäðiçêè) [a; b) ÷è (a; b] âiäðiçíÿþòüñÿ
âiä âiäïîâiäíîãî iíòåðâàëà (a; b) òèì, ùî äî öüîãî iíòåðâàëà ïðè¹ä-
íóþòüñÿ âiäïîâiäíî ëiâèé ÷è ïðàâèé éîãî êiíåöü.

Ïðèêëàäè.
1. Íà âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (R;<) äiéñíèõ ÷èñåë ç âiäíîøåí-

íÿì
”
ìåíøå“ ìà¹ìî:

(3; 8) = {x|3 < x ∧ x < 8} � iíòåðâàë ç êiíöÿìè 3, 8;
[4; 10] = (4; 10) ∪ {4, 10} � âiäðiçîê ç êiíöÿìè 4, 10;
(2; 9] = (2; 9) ∪ {9} � íàïiâiíòåðâàë ç êiíöÿìè 2, 9.

2. Íà âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (N;
...) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç âiäíî-

øåííÿì ïîäiëüíîñòi
”

...“ ìà¹ìî:

(12; 2) = {k|12
...k ∧ k

...2} = {6, 4} � iíòåðâàë ç êiíöÿìè 12, 2;
(40; 4] = (40; 4]∪{4} = {20, 8, 4} � íàïiâiíòåðâàë ç êiíöÿìè 40, 4;
(4; 3) = ∅ � ïîðîæíié iíòåðâàë.
Çàóâàæåííÿ. Iíîäi íà âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (M ;ω) ââîäÿòü

ïîíÿòòÿ ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ.

Îçíà÷åííÿ 5.6.12. Åëåìåíòè a, b ∈ M íàçèâàþòüñÿ ñóñiäíi�
ìè, ÿêùî öå ðiçíi åëåìåíòè, òîáòî a 6= b, i, íàïðèêëàä, òàêi, ùî
(a; b) ∈ ω, i íå iñíó¹ åëåìåíòà x ∈M , âiäìiííîãî âiä a, b, ùîá âèêî�
íóâàëàñÿ óìîâà: (a < x ∧ x < b).

Îòæå, a, b ∈ M � ñóñiäíi åëåìåíòè âïîðÿäêîâà�

íî¨ ìíîæèíè (M ;ω)
df⇐⇒ (a 6= b ∧ (a; b) ∈ ω ∧

(∃x ∈M)(x 6= a, b ∧ a < x ∧ x < b)).
Íàïðèêëàä, íà âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (R;<) äiéñíèõ ÷èñåë

íåìà¹ ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ, à íà âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (N;
...) ñóñi-

äíiìè åëåìåíòàìè ¹ õî÷à áè òàêi ïàðè åëåìåíòiâ, ÿê 4 i 2, àáî 20 i
10 i ò. ä.
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14. Äëÿ íàî÷íîãî çîáðàæåííÿ âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí iíîäi âè-
êîðèñòîâóþòü ñïåöiàëüíi ãðàôè, ÿêi íàçèâàþòü äiàãðàìàìè Õàñ�
ñå. Äiàãðàìà Õàññå äëÿ ñêií÷åííî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè áóäó¹-
òüñÿ òàê. Êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè çîáðàæó¹òüñÿ òî÷êîþ (êðóæå-
÷êîì) íà ïëîùèíi. Ïðè öüîìó, ÿêùî (a; b) ∈ ω, äå a, b ∈ M � ðiçíi
åëåìåíòè ìíîæèíè M , òî òî÷êà, ùî âiäïîâiäà¹ åëåìåíòó a, ðîçòà-
øîâó¹òüñÿ íèæ÷å òî÷êè, ÿêà âiäïîâiäà¹ åëåìåíòó b, i öi òî÷êè ç'¹ä-
íóþòü ìiæ ñîáîþ äóãîþ (ãîâîðÿòü, ðåáðîì), ÿêùî âîíè ñóñiäíi ìiæ
ñîáîþ.

Ïðèêëàä. Ïîáóäóâàòè äiàãðàìó Õàññå äëÿ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-

æèíè (M ;
...) äå

... � âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi íà ìíîæèíi M =
= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 12}.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè ïðèíöèï ïîáóäîâè äiàãðàìè Õàññå
äëÿ çàäàíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè, îòðèìà¹ìî òàêå ¨¨ çîáðàæåííÿ
(äèâ. ìàëþíîê 1.43).

Ìàë. 1.43.

Íà äiàãðàìi Õàññå êðàùå çðîçóìiòè ñòðóêòóðó ïîáóäîâè âïîðÿä-
êîâàíî¨ ìíîæèíè, ÿêèìè îñîáëèâèìè åëåìåíòàìè âîëîäi¹ öÿ âïî-
ðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Òàê, íà íàâåäåíié äiàãðàìi ëåãêî áà÷èòè, ùî 1
¹ îäíî÷àñíî i íàéáiëüøèì åëåìåíòîì, i ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì, i
òî÷íîþ âåðõíüîþ ãðàííþ äàíî¨ ìíîæèíè, à 12 i 5 ¹ ¨¨ ìiíiìàëüíèìè
åëåìåíòàìè. Î÷åâèäíî, ùî òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ äàíî¨ ìíîæè-
íè ¹ ÷èñëî 60, ÿêå íå íàëåæèòü öié ìíîæèíi. Íàéìåíøîãî åëåìåíòà
öÿ ìíîæèíà íå ìà¹.

232



Âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó; âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà òà ¨¨ îñîáëèâi åëåìåíòè;

äåÿêi óçàãàëüíåííÿ

Çàóâàæèìî, ùî ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ÷àñòî íàçèâà¹-
òüñÿ ëàíöþãîì. I öå íå âèïàäêîâî, îñêiëüêè ¨¨ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿ-
äi äiàãðàìè Õàññå ìàòèìå âèãëÿä ëàíöþãà. Ïðè öüîìó, ÿêùî òàêà
ìíîæèíà ìà¹ íàéìåíøèé ÷è íàéáiëüøèé åëåìåíò, òî âiäïîâiäíèé
ëàíöþã ìàòèìå ïî÷àòîê ÷è êiíåöü; â ïðîòèâíîìó âèïàäêó íå áóäå
íi ïî÷àòêó, íi êiíöÿ ëàíöþãà.

Íàïðèêëàä, äiàãðàìà Õàññå äëÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç âiäíîøåííÿì

”
ìåíøå“ ìàòèìå âèãëÿä

íåñêií÷åííîãî ëàíöþãà ç ïî÷àòêîâèì åëåìåíòîì 1, à äëÿ ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Z;6) öiëèõ ÷èñåë ç âiäíîøåííÿì

”
íå áiëü-

øå“� âèãëÿä íåñêií÷åííîãî ëàíöþãà, ÿêèé íå ìà¹ íi ïî÷àòêó, íi
êiíöÿ.

15. Ñåðåä âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü òàê
çâàíi öiëêîì âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 5.6.13. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (M ;ω) íàçèâà¹�
òüñÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ¨¨ ïiäìíî�
æèíà ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò.

Ïðèêëàäîì òàêî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ¹ ìíîæèíà
(N;<) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç âiäíîøåííÿì

”
ìåíøå“.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â öiëêîì âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (M ;ω)
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà iñíó¹ áåçïîñåðåäíüî íàñòóïíèé çà íèì (ñó-
ñiäíié) ïî âiäíîøåííþ ω. À öå âêàçó¹ íà òå, ùî äî òàêèõ ìíîæèí
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè iíäóêöiþ, ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì ìàòå-
ìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Âiäìiòèìî, ùî iíäóêöiþ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i äî òàêèõ âïî-
ðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ÿêi âîëîäiþòü óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi, ùî
ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî âñi ¨¨ ëàíöþãè (òîáòî ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi
ïiäìíîæèíè) öiëêîì âïîðÿäêîâàíi.

16. Îáìåæèìîñÿ íàäàëi ëèøå ââåäåííÿì âiäïîâiäíèõ îçíà÷åíü
äëÿ òàêîãî âàæëèâîãî êëàñó âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ÿêi íàçèâàþ-
òüñÿ ðåøiòêàìè, íàïiâðåøiòêàìè, ïîâíèìè ðåøiòêàìè i ÿêi
çíàéøëè ðiçíîìàíiòíi çàñòîñóâàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.6.14. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (M ;ω) íàçèâà¹�
òüñÿ ìàæîðàíòíîþ (àáî âåðõíüîþ) ðåøiòêîþ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ
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ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀a, b ∈M)(∃sup({a, b}) ∈M).

Îçíà÷åííÿ 5.6.15. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (M ;ω) íàçèâà¹�
òüñÿ ìiíîðàíòíîþ (àáî íèæíüîþ) ðåøiòêîþ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀a, b ∈M)(∃inf({a, b}) ∈M).

Îçíà÷åííÿ 5.6.16. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (M ;ω) íàçèâà¹�
òüñÿ ðåøiòêîþ, ÿêùî âîíà ¹ îäíî÷àñíî i âåðõíüîþ (ìàæîðàí�
òíîþ), i íèæíüîþ (ìiíîðàíòíîþ) ðåøiòêîþ.

Î÷åâèäíî, ùî ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (M ;ω) ¹ ðåøi-
òêîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈M ìà¹ìî:

ÿêùî a = b, òî sup({a, b}) = inf({a, b}) = a = b;
ÿêùî a 6= b i, íàïðèêëàä, (a; b) ∈ ω, òî sup({a, b}) = b;

inf({a, b}) = a.
Ïðèêëàäè.
1. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (P(M);⊂) âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè

M âiäíîñíî âêëþ÷åííÿ ⊂ ¹ ðåøiòêîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ ïiä-
ìíîæèí A,B ⊂ M ìà¹ìî: sup({A,B}) = A ∪ B; inf({A,B}) =
= A ∩B.

2. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (N;
...) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ïî âiäíîøåí-

íþ ïîäiëüíîñòi
... ¹ ðåøiòêîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë m,n ∈ N ìà¹ìî: sup({m,n}) = HCD(m;n); inf({m,n}) =
HCK(m;n).

3. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (M ;
...), äå M =

= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}, ¹ ðåøiòêîþ.
Äëÿ íàãëÿäíîñòi ïîáóäó¹ìî äiàãðàìó Õàññå, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨
ëåãêî âñòàíîâèòè çíà÷åííÿ äëÿ sup({m,n}), inf({m,n}) äëÿ
äîâiëüíèõ m,n ∈M (äèâ. ìàëþíîê 1.44).

Íàïðèêëàä, sup({24, 40}) = 8, inf({24, 40}) = 120 àáî
sup({12, 30}) = 6, inf({12, 30}) = 60 i ò. ï.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî çâåðíóòè óâàãó íà çîâíiøíié âèãëÿä çîáðà-
æåííÿ äiàãðàì Õàññå äëÿ ðåøiòêè, òî äiéñíî ìà¹ìî àíàëîãiþ öüîãî
çîáðàæåííÿ ç çîáðàæåííÿì ðåøiòêè ÿê äåÿêîãî ìàòåðiàëüíîãî îá'-
¹êòà ç ïîâñÿêäåííîãî æèòòÿ.
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Ìàë. 1.44.

Îçíà÷åííÿ 5.6.17. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (M ;ω) íàçèâà¹�
òüñÿ ïîâíîþ ìàæîðàíòíîþ (àáî ïîâíîþ âåðõíüîþ) ðåøiòêîþ,
ÿêùî äîâiëüíà ¨¨ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âîëîäi¹ òî÷íîþ âåðõíüîþ
ãðàííþ, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀A ⊂M)(A 6= ∅→ (∃sup(A) ∈M)).

Îçíà÷åííÿ 5.6.18. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (M ;ω) íàçèâà¹�
òüñÿ ïîâíîþ ìiíîðàíòíîþ (àáî ïîâíîþ íèæíüîþ) ðåøiòêîþ,
ÿêùî äîâiëüíà ¨¨ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âîëîäi¹ òî÷íîþ íè�
æíüîþ ãðàííþ, òîáòî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀A ⊂M)(A 6= ∅→ (∃inf(A) ∈M)).

Îçíà÷åííÿ 5.6.19. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (M ;ω) íàçèâà¹�
òüñÿ ïîâíîþ ðåøiòêîþ, ÿêùî âîíà ¹ îäíî÷àñíî i ïîâíîþ âåðõíüîþ,
i ïîâíîþ íèæíüîþ ðåøiòêîþ.

Î÷åâèäíî, ùî ïîâíà âåðõíÿ, ïîâíà íèæíÿ òà ïîâíà ðåøiòêè ¹,
î÷åâèäíî, âiäïîâiäíî âåðõíüîþ, íèæíüîþ òà îäíî÷àñíî âåðõíüîþ i
íèæíüîþ ðåøiòêàìè.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (P(M);⊂) âñiõ ïiä-
ìíîæèí ìíîæèíè M âiäíîñíî âêëþ÷åííÿ ⊂ ¹ ïîâíîþ ðåøiòêîþ,
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îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ñóêóïíîñòi SI = {Ai ⊂ M |i ∈ I} ⊂ P(M)

ïiäìíîæèí ìíîæèíè M ìà¹ìî: sup(SI) =
⋃
i∈I

Ai; inf(SI) =
⋂
i∈I

Ai.

17. Ââåäåìî îçíà÷åííÿ äâîõ âiäíîøåíü, âàæëèâèõ äëÿ ïðàêòè-
êè, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿìè äåÿêèõ âiäíîøåíü ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 5.6.20. Âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M íàçèâà¹òüñÿ êâà�
çiïîðÿäêîì íà ìíîæèíi M , ÿêùî ρ � ðåôëåêñèâíå i òðàíçèòèâíå
âiäíîøåííÿ íà öié ìíîæèíi, òîáòî: ∆M ⊂ ρ i ρ ◦ ρ ⊂ ρ, ùî íà
åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî âiäïîâiäíî ñïiââiäíîøåííÿì:

(∀a ∈M) ((a; a) ∈ ρ) (5.6.8)

(∀a, b, c ∈M)((a; b) ∈ ρ ∧ (b; c) ∈ ρ→ (a; c) ∈ ρ). (5.6.9)

Îòæå, ρ ⊂M ×M � êâàçiïîðÿäîê íà ìíîæèíi M
df⇔ (∆M ⊂

⊂ ρ ∧ ρ ◦ ρ ⊂ ρ)⇔ ((5.6.8)∧ (5.6.9)).
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ êâàçiïîðÿäêiâ íà ìíîæèíi ìà�

þòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ:
1) âiäíîøåííÿ, îáåðíåíå äî êâàçiïîðÿäêó íà çàäàíié ìíîæèíi, ¹

êâàçiïîðÿäêîì íà öié ìíîæèíi;
2) ïåðåòèí êâàçiïîðÿäêiâ íà çàäàíié ìíîæèíi ¹ êâàçiïîðÿäêîì

íà öié ìíîæèíi;
3) äëÿ òîãî, ùîá äîáóòêè ρ2 ◦ ρ1, ρ1 ◦ ρ2 äâîõ êâàçiïîðÿäêiâ

íà ìíîæèíi M áóëè êâàçiïîðÿäêàìè íà öié ìíîæèíi, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü: ρ2 ◦ ρ1 = ρ1 ◦ ρ2, àáî æ
ðiâíîñòi ρ1 ◦ ρ2 ◦ ρ1 = ρ2 ◦ ρ1, ρ2 ◦ ρ1 ◦ ρ2 = ρ2 ◦ ρ1;

4) äëÿ òîãî ùîá îá'¹äíàííÿ êâàçiïîðÿäêiâ íà çàäàíié ìíîæèíi
áóëî êâàçiïîðÿäêîì íà öié ìíîæèíi, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
öå îá'¹äíàííÿ ñïiâïàäàëî ç ¨õ äîáóòêàìè;

5) äîâiëüíèé íåñòðîãèé ïîðÿäîê ÷è äîâiëüíà åêâiâàëåíòíiñòü
íà çàäàíié ìíîæèíi ¹ êâàçiïîðÿäêîì íà öié ìíîæèíi;

6) äëÿ òîãî, ùîá êâàçiïîðÿäîê ρ íà çàäàíié ìíîæèíi M áóâ íå�
ñòðîãèì ïîðÿäêîì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâ�

íiñòü ερ = ∆M , äå ερ
df
= ρ ∩ ρ−1.

7) äëÿ òîãî, ùîá êâàçiïîðÿäîê ρ íà çàäàíié ìíîæèíiM áóâ åêâi�
âàëåíòíiñòþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü
ρ−1 = ρ.

Äîñèòü öiêàâîþ, íà íàø ïîãëÿä, ¹ íàñòóïíà òåîðåìà:
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Òåîðåìà 5.6.3. ßêùî ρ � êâàçiïîðÿäîê íà ìíîæèíi M , òî âiä�
íîøåííÿ ερ = ρ∩ρ−1 íà öié ìíîæèíiM ¹ òàêîþ åêâiâàëåíòíiñòþ,
ùî ïàðà (M/ερ;ωρ) ¹ íåñòðîãî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ, ó ÿêié

âiäíîøåííÿ ωρ
df
= {(ερ〈a〉; ερ〈b〉)|(a; b) ∈ ρ} ¹ íåñòðîãèì ïîðÿäêîì íà

ôàêòîð-ìíîæèíi M/ερ ïî åêâiâàëåíòíîñòi ερ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäiòü ñàìîñòiéíî.
Öiêàâiñòü äàíî¨ òåîðåìè, à çàîäíî i âiäìi÷åíèõ âèùå òâåð-

äæåíü 5.6.5, 5.6.6, 5.6.7, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, çäàâàëîñÿ á, ìiæ íå-
áëèçüêèìè ïîíÿòòÿìè � åêâiâàëåíòíîñòÿìè òà ïîðÿäêàìè, ïåðøå
ç ÿêèõ óçàãàëüíþ¹ ïîíÿòòÿ ðiâíîñòi, ñõîæîñòi îá'¹êòiâ, à äðóãå äà¹
ìîæëèâiñòü ðîçðiçíÿòè öi îá'¹êòè òà ðîçòàøîâóâàòè â ïåâíîìó ïî-
ðÿäêó, äîòðèìóþ÷èñü ïåâíî¨ i¹ðàðõi¨, ïåðøî÷åðãîâîñòi â ¨õ ðîçòà-
øóâàííi, íàñïðàâäi òàêîæ iñíó¹ i ïåâíèé âíóòðiøíié âçà¹ìîçâ'ÿçîê
ìiæ íèìè. Äî ðå÷i, öå ïiäòâåðäæó¹òüñÿ i íà ïðèêëàäàõ ç ïðàêòèêè.

Ïðèêëàäè.

1. Âiäíîøåííÿ ρ ïîäiëüíîñòi
... íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë ¹ êâàçi-

ïîðÿäêîì íà öié ìíîæèíi, àëå íå ¹ íåñòðîãèì ïîðÿäêîì (íàïðèêëàä:

6
...(−6) i (−6

...6), àëå 6 6= −6).
2. Âiäíîøåííÿ

”
íå áiëüøå“ 6 ìiæ äîâæèíàìè âåêòîðiâ, ÿêi íà-

ëåæàòü äåÿêié ìíîæèíi V , ¹ êâàçiïîðÿäêîì íà öié ìíîæèíi.
3. Âiäíîøåííÿ µ =

”
m(a) 6 m(b)“, äå m(x) � ìiðà åëåìåíòà

x ∈ M ç ïåâíî¨ ìíîæèíè M äåÿêèõ îá'¹êòiâ, ¹ êâàçiïîðÿäêîì íà
öié ìíîæèíi (ïiä ìiðîþ ìîæíà ðîçóìiòè i ïåâíi ðîçìiðè, i âàãó, i
òåìïåðàòóðó, i âiê, i òèñê, i ò. ï.).

Îçíà÷åííÿ 5.6.21. Ïàðà (M ; ρ), äå ρ � êâàçiïîðÿäîê íà ìíî�
æèíi M , íàçèâà¹òüñÿ êâàçiâïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ.

Îçíà÷åííÿ 5.6.22. Êâàçiïîðÿäîê ρ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì íà
ìíîæèíi M , ÿêùî öåé êâàçiïîðÿäîê ¹ çâ'ÿçíèì âiäíîøåííÿì íà
öié ìíîæèíi, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: ρ ∪ ρ−1 = M ×M , ùî
íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀a, b ∈M)((a; b) /∈ ρ→ (b; a) ∈ ρ).

Ç íàâåäåíèõ âèùå òðüîõ ïðèêëàäiâ êâàçiïîðÿäêiâ ïåðøèé ïðè-
êëàä ¹ ïðèêëàäîì íåëiíiéíîãî êâàçiïîðÿäêó, à â äðóãîìó i òðåòüîìó
ïðèêëàäàõ êâàçiïîðÿäêè ëiíiéíi.
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Íà îñíîâi íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè 5.6.3 i íàâåäåíèõ òðüîõ ïðè-
êëàäiâ ìà¹ìî òàêi î÷åâèäíi òâåðäæåííÿ:

1) ïàðà (Z/ερ;ωρ) ¹ íåëiíiéíî íåñòðîãî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæè-
íîþ êëàñiâ ÷èñåë âèäó {m,−m}, äå m ∈ Z;

2) ïàðà (V/ερ;ωρ) ¹ ëiíiéíî íåñòðîãî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ
êëàñiâ âåêòîðiâ âèäó ερ〈~a〉 = {~b||~a| = |~b|}, äå |~x| � äîâæèíà âåêòîðà
~x ∈ V ;

3) ïàðà (M/εµ;ωµ), äå εµ = µ ∩ µ−1, ¹ ëiíiéíî íåñòðîãî âïî-
ðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ êëàñiâ îá'¹êòiâ ç ìíîæèíè M âèäó εµ〈a〉 =
{b|µ(a) = µ(b)}, äå µ(c) � ìiðà îá'¹êòà c ∈M .

18. Âàæëèâèì äëÿ ïðàêòèêè ¹ i òàê çâàíå âiäíîøåííÿ
äîìiíóâàííÿ, ÿêå ¹ óçàãàëüíåííÿì ñòðîãîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó íà
äåÿêié ìíîæèíi (âiä ëàòèíñüêîãî dominate � ïåðåâàæàòè, ïàíóâà-
òè, ïiäíîñèòèñÿ).

Îçíà÷åííÿ 5.6.23. Âiäíîøåííÿ δ ⊂ M ×M íàçèâà¹òüñÿ äî�
ìiíóâàííÿì íà ìíîæèíi M , ÿêùî δ � iððåôëåêñèâíå, àíòèñèìå�
òðè÷íå i çâ'ÿçíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M , òîáòî âèêîíóþòüñÿ
óìîâè ∆M ⊂ δ, δ ∩ δ−1 ⊂ ∆M , δ ∪ δ−1 ∪ ∆M = M × M , ùî íà
åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííÿì:

(∀a ∈M)((a; a) /∈ δ); (5.6.10)

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ δ ∧ (b; a) ∈ δ → a = b); (5.6.11)

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ δ ∨ (b; a) ∈ δ ∨ a = b). (5.6.12)

Îòæå, δ ⊂M ×M � äîìiíóâàííÿ íà ìíîæèíi M
df⇐⇒ ∆M ⊂

⊂ δ ∧ δ ∩ δ−1 ⊂ ∆M ∧ δ ∪ δ−1 ∪∆M = M ×M ⇔ ((5.6.10)∧ (5.6.11)∧
(5.6.12)).

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ âiäíîøåíü äîìiíóâàííÿ íà çàäàíié
ìíîæèíi ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ:

1) äëÿ òîãî, ùîá δ ⊂M×M áóëî äîìiíóâàííÿì íà ìíîæèíiM ,
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá δ áóëî àñèìåòðè÷íèì i çâ'ÿçíèì âiäíî�
øåííÿì íà ìíîæèíiM , òîáòî: δ∩δ−1 = ∅ i δ∪δ−1∪∆M = M×M ,
ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíå ñïiââiäíîøåííÿì:

(∀a, b ∈M)((a; b) ∈ δ → (b; a) /∈ δ); (5.6.13)

i âiäïîâiäíî (5.6.12);
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2) äëÿ òîãî, ùîá δ ⊂ M × M áóëî äîìiíóâàííÿì íà ìíîæèíi
M , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíîñòi: δ ∩ δ−1 = ∅,
δ ∩ δ−1 = ∆M , ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíå îäíîìó iç
ñïiââiäíîøåíü:

(∀a, b ∈M)((a 6= b ∧ ((a; b) ∈ δ ↔ (b; a) /∈ δ))∨
∨(a = b ∧ (a; b) /∈ δ ∧ (b; a) /∈ δ)); (5.6.14)

(∀a, b ∈M)(((a; b) ∈ δ ∧ (a 6= b↔ (b; a) ∈ δ))∨
∨(a 6= b ∧ (a; b) ∈ δ ∧ (b; a) /∈ δ)); (5.6.15)

Çàóâàæèìî, ùî äîìiíóâàííÿ íå ¹ îáîâ'ÿçêîâî òðàíçèòèâíèì
âiäíîøåííÿì íà çàäàíié ìíîæèíi.

I öå ïiäòâåðäæóþòü ðiçíîìàíiòíi ïðèêëàäè ç ïðàêòèêè.
Äiéñíî, ïðè ðîçãëÿäi òèõ ÷è iíøèõ çìàãàíü, ìè ÷àñòî ìà¹ìî ñïðàâó
ç âiäíîøåííÿì äîìiíóâàííÿ íà ìíîæèíi êîìàíä, ìíîæèíi ëþäåé,
ÿêi çìàãàþòüñÿ ïîïàðíî ìiæ ñîáîþ äî ïîâíî¨ ïåðåìîãè (áåç
íi÷è¨õ ðîçãëÿäàòèìåìî çìàãàííÿ). Öå i êðóãîâi çìàãàííÿ ç
âîëåéáîëó, ç áàñêåòáîëó, ç ôóòáîëó, ç øàõiâ, ç áîêñó òîùî (ïiä êðó-
ãîâèì çìàãàííÿì ðîçóìiþòü òàêi, â ÿêèõ êîæåí ãðà¹ ç êîæíèì, ïðè-
÷îìó äî ïîâíî¨ ïåðåìîãè). Â ðåçóëüòàòi òàêèõ çìàãàíü âèÿâëÿþòü
ïåðåìîæöiâ, ëiäåðiâ, àóòñàéäåðiâ. Äëÿ ¨õ âèÿâëåííÿ âðàõîâóþòü i
êiëüêiñòü ïåðåìîã, i êiëüêiñòü ïîðàçîê, i êiëüêiñòü íàáðàíèõ î÷îê,
áàëiâ, øòðàôiâ òîùî.

Ùå ðàç çâåðòà¹ìî óâàãó, íà òå, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ çìàãàííÿ
áåç íi÷è¨õ, � êîëè â êîæíié îêðåìié ãði îäèí âèãðà¹, à äðóãèé ïðî-
ãðà¹. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðîïîíó¹ìî ââåñòè âiäíîøåííÿ äîìiíóâàííÿ
òàê, ùîá ìîæíà áóëî âðàõîâóâàòè i òàêi çìàãàííÿ, â ÿêèõ äîïóñêà¹-
òüñÿ çìàãàííÿ áåç ïåðåìîãè i ïîðàçêè, òîáòî íi÷èÿ. Ïîäóìàéòå íàä
öèì ñàìîñòiéíî.

5.7 Îäíîçíà÷íi âiäíîøåííÿ òà ¨õ âèäè, çâ'ÿçîê ç

åêâiâàëåíòíiñòþ; äåÿêi óçàãàëüíåííÿ

1. Ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨, âiäîáðàæåííÿ, îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi,
ïåðåòâîðåííÿ ¹ îäíèì iç ôóíäàìåíòàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü,
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ÿêi áåçïîñåðåäíüî çâ'ÿçàíi ç ðåàëüíîþ äiéñíiñòþ, à òîìó ìàþòü øè-
ðîêi çàñòîñóâàííÿ â ïðàêòèöi.

ßê áóëî âiäìi÷åíî ðàíiøå, iäåÿ ¹äíîñòi âñiõ ìàòåìàòè÷íèõ
íàóê ïðîíèçóâàëà äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòèêiâ Áóðáàêi çàâäÿ�
êè òîìó, ùî ó ïîáóäîâó âñi¹¨ ìàòåìàòèêè áóëà ïîêëàäåíà
òåîðåòèêî-ìíîæèííà îñíîâà. Òîìó íå âèïàäêîâî ïîíÿòòÿ ôóí-
êöi¨, ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi ¹ öåíòðàëüíèì ïîíÿòòÿì âñi¹¨ ìà-
òåìàòèêè. Àäæå ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê îñîáëèâå
âiäíîøåííÿ, ÿê âiäïîâiäíiñòü, ùî âñòàíîâëþ¹òüñÿ ìiæ åëåìåíòàìè
ïåâíèõ ìíîæèí (àáî íàâiòü îäíi¹¨ ìíîæèíè). Äî ðå÷i, ïîíÿòòÿ ôóí-
êöi¨ òåïåð ïðîíèçó¹ i âñþ øêiëüíó ìàòåìàòèêó òà iíòåíñèâíî âèâ÷à-
¹òüñÿ òà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó÷íÿìè ÿê â àëãåáði, òàê i â ãåîìåòði¨.

2. Ââåäåìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 5.7.1. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X×Y íàçèâà¹òüñÿ
ôóíêöi¹þ (àáî îäíîçíà÷íèì âiäíîøåííÿì, îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíi�
ñòþ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí X i Y ), ÿêà çàäàíà â ìíîæèíi X i
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â ìíîæèíi Y , ÿêùî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè
X çíàõîäèòüñÿ ó âiäíîøåííi f íå áiëüøå íiæ ç îäíèì åëåìåíòîì
ìíîæèíè Y , ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåí�
íþ:

(∀x ∈ X; y1, y2 ∈ Y )((x; y1) ∈ f ∧ (x; y2) ∈ f → y1 = y2).(5.7.1)

Îòæå, ìà¹ìî: f ⊂ X ×X � ôóíêöiÿ, ùî çàäàíà â ìíîæèíi

X i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â Y
df⇐⇒ (5.7.1).

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ äàëi ïîçíà÷àòèìåìî ìàëèìè ëàòèí-
ñüêèìè áóêâàìè (iíîäi ç iíäåêñàìè): f, g, h, ..., f1, g1, h1, ....

Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i ìíîæèíó (îáëàñòü) çíà÷åíü ôóí�
êöi¨ f ⊂ X×Y ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç D(f) i âiäïîâiäíî E(f). Îòæå,
ìà¹ìî:

D(f)
df
= ρr1f = {x ∈ X|(∃y ∈ Y )(x; y) ∈ f} ⊂ X;

E(f)
df
= ρr2f = {y ∈ Y |(∃x ∈ X)(x; y) ∈ f} ⊂ Y.

×àñòî çìiííà x ∈ D(f) íàçèâà¹òüñÿ íåçàëåæíîþ çìiííîþ
àáî àðãóìåíòîì, à y ∈ E(f) � çàëåæíîþ çìiííîþ àáî çíà÷å�
ííÿì ôóíêöi¨ f ⊂ A×B .
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Î÷åâèäíî, ùî êîëè x ∈ D(f) i (x; y) ∈ f , òî çðiç f〈x〉ôóíêöi¨ f ïî
åëåìåíòó ¹ îäíîåëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ, òîáòî f〈x〉 = {y}. Â çâ'ÿçêó
ç öèì äëÿ ôóíêöi¨ âæèâà¹òüñÿ çàãàëüíîïðèéíÿòå ïîçíà÷åííÿ:

y
df
= f(x), (5.7.2)

ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê â øêiëüíié, òàê i ó âóçiâñüêié ìàòåìàòèöi,
äå f âêàçó¹ íà ôóíêöiîíàëüíèé çâ'ÿçîê ìiæ íåçàëåæíîþ çìiííîþ x
i çàëåæíîþ çìiííîþ y.

Ñëîâà
”
îäíîçíà÷íå“,

”
îäíîçíà÷íà“ â íàçâàõ

”
îäíîçíà÷íå âiäíî-

øåííÿ“,
”
îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü“ âæèòi ó çâ'ÿçêó ç îçíà÷åííÿì,

ùî íàâåäåíî äëÿ ôóíêöi¨. Öå îçíà÷åííÿ iíøèìè ñëîâàìè ìîæíà áó-
ëî á âèðàçèòè i òàê:

Îçíà÷åííÿ 5.7.2. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × Y íàçèâà¹�
òüñÿ ôóíêöi¹þ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ D(f) ⊂ X
iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò y ∈ E(f) ⊂ Y òàêèé, ùî (x; y) ∈ f , òîá�
òî (∀x ∈ D(f) ⊂ X)(∃y ∈ E(f) ⊂ Y )f〈x〉 = {y}.

Çâiäñè ñòà¹ çðîçóìiëèì, ùî äëÿ ôóíêöi¨ f ⊂ X × Y äîâiëüíèì
¨¨ çðiçîì ïî åëåìåíòó x ∈ X ¹ ïîðîæíÿ ìíîæèíà, òîáòî f〈x〉 =
∅, ÿêùî x /∈ D(f), i ¹ îäíîåëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ, òîáòî f〈x〉 =
= {y} äëÿ äåÿêîãî y ∈ Y òàêîãî, ùî (x; y) ∈ f , çâiäêè, â ñèëó
ïîçíà÷åííÿ (5.7.2), ìà¹ìî ðiâíiñòü y = f(x).

3. Ïðèéíÿòèé âèùå òåîðåòèêî-ìíîæèííèé ïiäõiä äëÿ
òëóìà÷åííÿ ôóíêöi¨ ïðèâîäèòü íàñ äî òàêîãî îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi
ôóíêöié:

Îçíà÷åííÿ 5.7.3. Ôóíêöi¨ f, g ⊂ X×Y , ââàæàþòüñÿ ðiâíèìè
ìiæ ñîáîþ, ÿêùî ¨õ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ñïiâïàäàþòü ìiæ ñîáîþ,
òîáòî: D(f) = D(g) ⊂ X, i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀x ∈ D(f))(f(x) = g(x)),

ùî ðiâíîñèëüíî óìîâi: (∀x ∈ X, y ∈ Y )((x; y) ∈ f ↔ (x; y) ∈ g), àáî
æ óìîâi: (∀x ∈ X)(f〈x〉 = g〈x〉).

Êðiì ïîíÿòòÿ ðiâíîñòi ôóíêöi¨ iíîäi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïîíÿòòÿ
îáìåæåííÿ òà ðîçøèðåííÿ îäíi¹¨ ôóíêöi¨ âiäíîñíî iíøî¨
ôóíêöi¨.
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Îçíà÷åííÿ 5.7.4. ßêùî f, g ⊂ X × Y � ôóíêöi¨, òî ôóíêöiÿ
f íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì (çâóæåííÿì) ôóíêöi¨ g, i îäíî÷àñíî
ôóíêöiÿ g íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì (ïðîäîâæåííÿì) ôóíêöi¨ f ,
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ f ⊂ g, ÿêå íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi
ðiâíîñèëüíå ñïiââiäíîøåííþ:

(∀x ∈ X, y ∈ Y )((x; y) ∈ f → (x; y) ∈ g).

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ: Ôóíêöiÿ g ⊂ X×Y ¹ ïðîäîâ-
æåííÿì ôóíêöi¨ f ⊂ X × Y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè D(f) ⊂ D(g) i
(∀x ∈ D(f))(g(x) = f(x)).

4. Ââåäåìî îçíà÷åííÿ ïîâíî¨ i íåïîâíî¨ ôóíêöié

Îçíà÷åííÿ 5.7.5. Ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ,
àáî ñêðiçü âèçíà÷åíîþ, ÿêùî ¨¨ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(f) ⊂ X
ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ X, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: D(f) =
= X, ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ:

(∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )(f(x) = y);

â ïðîòèâíîìó âèïàäêó, êîëè D(f) 6= X, ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y íàçè�
âà¹òüñÿ ÷àñòêîâîþ, àáî íåïîâíîþ ÷è íå ñêðiçü âèçíà÷åíîþ,
ùî ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ (∃x ∈ X)f〈x〉 = ∅.

5. Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ÷èñëîâî¨ ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 5.7.6. ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ f ⊂ X×Y ìíîæèíè X,Y
¹ ÷èñëîâèìè, òî i ñàìà ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîâîþ.

Ïðèêëàä. Ôóíêöi¨ f =
”
y =
√
x“, g =

”
y =

√
|x|“, äå x, y ∈ R, ¹

÷èñëîâèìè. Î÷åâèäíî, ùîD(f) = E(f) = [0; +∞);D(g) = R, E(g) =
= [0; +∞). Ëåãêî áà÷èòè, ùî f(x) = g(x) äëÿ âñiõ x ∈ D(f). Òîìó
ôóíêöiÿ g =

”
y =

√
|x|“ ¹ ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f =

”
y =

√
x“, à

ôóíêöiÿ f ¹ çâóæåííÿì ôóíêöi¨ g.

6. Äëÿ ôóíêöié, ôóíêöiîíàëüíèõ çàëåæíîñòåé ÷àñòî âæèâà¹-
òüñÿ òåðìiíîëîãiÿ, çàïîçè÷åíà ç ãåîìåòði¨ � öå ìîâà âiäîáðà�
æåíü, ïåðåòâîðåíü ìíîæèí.
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Îçíà÷åííÿ 5.7.7. Ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y , âèçíà÷åíà íà âñié ìíî�
æèíi X, òîáòî f � ïîâíà ôóíêöiÿ, íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì âiä�

îáðàæåííÿì ìíîæèíè X â ìíîæèíó Y , àáî, ãîâîðÿòü, ïå�
ðåòâîðåííÿì ìíîæèíè X â ìíîæèíó Y ïî ïðàâèëó, ùî âñòàíîâ�
ëþ¹òüñÿ ôóíêöi¹þ f , i ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê: f : X −→ Y ;
ïðè öüîìó çíà÷åííÿ y = f(x) öi¹¨ ôóíêöi¨ f íàçèâàþòüñÿ îáðàçîì
åëåìåíòà x ∈ X, à ñàì öåé åëåìåíò x � ïðîîáðàçîì äëÿ çíà÷åí�
íÿ y; ÿêùî æ ôóíêöiÿ f ÷àñòêîâà, òî ¨¨ íàçèâàþòü ÷àñòêîâèì

âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè X â ìíîæèíó Y .

Îçíà÷åííÿ 5.7.8. ßêùî îáëàñòü çíà÷åíü E(f) ïîâíî¨ ôóíêöi¨
f ⊂ X × Y ñïiâïàäà¹ ç óñi¹þ ìíîæèíîþ Y , òîáòî âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi D(f) = X, E(f) = Y , òî òàêó ôóíêöiþ f íàçèâàþòü
ïîâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè X íà ìíîæèíó Y àáî
êîðîòêî íàçèâàþòü ñþð'¹êöi¹þ X íà Y i ïîçíà÷àþòü f : X

íà−→
Y .

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíó ôóíêöiþ f ⊂ X × Y ìîæíà ââàæàòè
ïîâíèì âiäîáðàæåííÿì ¨¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ íà ¨¨ îáëàñòü çíà÷åíü
E(f), òîáòî öÿ ôóíêöiÿ f ¹ ñþð'¹êöi¹þ D(f) íà E(f).

Îçíà÷åííÿ 5.7.9. ×àñòêîâó ôóíêöiþ âèäó f ⊂ X × X ÷àñòî
íàçèâàþòü ÷àñòêîâèì ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíè X; à ÿêùî
òàêà ôóíêöiÿ ïîâíà, òîáòî D(f) = X, òî ¨¨ íàçèâàþòü ïîâíèì
ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíè X, àáî ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíè X.

Ïðî ðîçãëÿíóòi âèùå ÷èñëîâi ôóíêöi¨ f =
”
y =

√
x“, g =

”
y =

=
√
|x|“, äå x, y ∈ R, ìîæíà âiäìiòèòè, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ÷àñòêîâèì

ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíè R àáî ¹ ñþð'¹êöi¹þ ìíîæèíè X = [0; +∞)
íà ñàìó ñåáå, à ôóíêöiÿ g ¹ ïîâíèì ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíè R àáî
ñþð'¹êöi¹þ ìíîæèíè R íà ìíîæèíó X = [0; +∞).

Íàãëÿäíî ôóíêöiîíàëüíèé çâ'ÿçîê ìiæ äâîìà ìíîæèíàìè
ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ñòðiëîê, ÿêi ç'¹äíóþòü äåÿêi òî÷êè îäíi-
¹¨ ìíîæèíè X ç äåÿêèìè òî÷êàìè äðóãî¨ ìíîæèíè Y òàê, ùîá íå
òðàïèëîñü òàêîãî âèïàäêó, êîëè iç îäíi¹¨ ç òî÷îê ìíîæèíè
X âèõîäèòü áiëüøå îäíi¹¨ ñòðiëêè (äèâ. ìàëþíîê 1.45). Íà öüî-
ìó ìàëþíêó ìà¹ìî: X = {x1, x2, ..., x9}; Y = {y1, y2, ..., y8}; D(f) =
= {x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8}; E(f) = {y1, y3, y5, y6, y8}.
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7. Çàóâàæåííÿ. Iíîäi ïðî äîâiëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ϕ ⊂
⊂ X × Y ãîâîðÿòü, ùî ϕ � öå áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ, îñêiëüêè
äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x ∈ X çðiçè ϕ〈x〉 ìîæóòü ìiñòèòè áiëüøå
îäíîãî åëåìåíòà ç ìíîæèíè Y .

Ðàçîì ç òèì, iç òàêîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ìîæíà ëåãêî óòâî-
ðèòè âiäïîâiäíó ôóíêöiþ f̂ ⊂ X × P(Y ) òàêó, ùî ìà¹ îáëàñòü âè-

çíà÷åííÿ D(f̂)
df
= pr1ϕ i äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ pr1ϕ ìà¹ìî f̂(x)

df
= ϕ〈x〉.

8. Âiäìiòèìî, ùî ïî àíàëîãi¨ ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨
äâîõ, òðüîõ, ... , n-çìiííèõ. Íàïðèêëàä, ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ
ìîæíà çàäàòè òàê, ÿê â íàñòóïíîìó îçíà÷åííi.

Îçíà÷åííÿ 5.7.10. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ (X1 × X2) ×
× Y íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ äâîõ çìiííèõ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ�
âiäíîøåííÿ (∀(x1;x2) ∈ X1 × X2; y1, y2 ∈ Y )(((x1;x2), y1) ∈
∈ f ∧ ((x1;x2); y2) ∈ f → y1 = y2).

Ïðè öüîìó D(f)
df
= ρr1f = {(x1;x2) ∈ X1 × X2|(∃y ∈

∈ Y )((x1;x2); y1) ∈ f} ⊂ X1 ×X2 � öå îáëàñòü âèçíà÷åííÿ öi¹¨
ôóíêöi¨ f äâîõ çìiííèõ x1, x2.

ßêùî D(f) = X1 ×X2, òî ôóíêöiÿ f äâîõ çìiííèõ ¹ ïîâíîþ. Ó
òîìó âèïàäêó, êîëè X1 = X2 = Y = X, öÿ ïîâíà ôóíêöiÿ f , ãîâî-
ðÿòü, çàäà¹ áiíàðíó îïåðàöiþ íà ìíîæèíi X. ßêùî æ öÿ ôóíêöiÿ f
÷àñòêîâà, íåïîâíà, òî f çàäà¹ ÷àñòêîâó, íå ñêðiçü âèçíà÷åíó áiíàðíó
îïåðàöiþ íà X.

244



Îäíîçíà÷íi âiäíîøåííÿ òà ¨õ âèäè, çâ'ÿçîê ç åêâiâàëåíòíiñòþ; äåÿêi

óçàãàëüíåííÿ

Íàïðèêëàä, + ⊂ (N×N)×N� öå áiíàðíà îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ, à
− ⊂ (N×N)×N � áiíàðíà ÷àñòêîâà îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ íà ìíîæèíi
N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Òîäi î÷åâèäíî, ùî:

+((3; 2)) = 3 + 2 = 5;
+((12; 7)) = 19;
−((5; 1)) = 5− 1 = 4;
−((2; 3)) � ðåçóëüòàò âiäíiìàííÿ íåâèçíà÷åíèé (ðåçóëüòàò 2−3 /∈

/∈ N).
Ç ðîçãëÿäîì îïåðàöié íà ìíîæèíàõ, äîñëiäæåííÿì ¨õ âëàñòèâî-

ñòåé òà ¨õ çàñòîñóâàííÿìè, äåòàëüíiøå ìîæíà ïîçíàéîìèòèñÿ ïiçíi-
øå � ïðè âèâ÷åííi àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié.

9. Ñïîñîáè çàäàííÿ òà çîáðàæåííÿ ôóíêöié àíàëîãi÷íi òèì, ùî
áóëè ðîçãëÿíóòi ðàíiøå äëÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü çàãàëüíîãî âèäó.
Ñåðåä öèõ ñïîñîáiâ âiäìiòèìî òàêi, ÿê:

� àíàëiòè÷íèé ñïîñiá � ó âèãëÿäi ïeâíèõ ôîðìóë, ó ÿêèõ
âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ çàëåæíîþ òà íåçàëåæíîþ çìií-
íèìè; íàïðèêëàä, y = sin 2x− 3;D(y) = [−2π; 2π];

� òàáëè÷íèé ñïîñiá � ó âèãëÿäi òàáëèöi, â ÿêié íàâîäÿòüñÿ
çíà÷åííÿ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ òà âiäïîâiäíi ¨ì çíà÷åííÿ çàëå-
æíî¨ çìiííî¨; òàêèé ñïîñiá ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïðèêëà-
äíèõ ãàëóçÿõ çíàíü;

� ãðàôi÷íèé ñïîñiá � ó âèãëÿäi ãðàôiêà Γ(f) ôóíêöi¨ y =
= f(x), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèíè òî÷îê M(x; f(x)), òîáòî

Γ(f)
df
= {M(x; y)|x ∈ D(f) ∧ y = f(x)}; öåé ñïîñiá ÷àñòî âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ÷èñëîâèõ ôóíêöié. Xàðàêòåðía îñîáëèâiñòü
ãðàôiêà ïðè ïîáóäîâi éîãî â êîîðäèíàòíié ïëîùèíi Oxy (äèâ.
ìàëþíîê 1.46) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äîâiëüíà ïðÿìà x = x0, ïà-
ðàëåëüíà îñi Oy, ìà¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ñïiëüíî¨ òî÷êè ç öèì ãðà-
ôiêîì Γ(f) (ïåðåòèíîì ¨õ ìîæå áóòè ëèøå òî÷êàM(x0, f(x0)),
ÿêùî x0 ∈ D(f)).

Êîæåí iç âiäìi÷åíèõ âèùå ñïîñîáiâ çàäàííÿ òà çîáðàæå�
ííÿ ôóíêöi¨ ìà¹ ÿê ñâî¨ ïåðåâàãè, òàê i íåäîëiêè. Òàê, òàáëè÷íèé
ñïîñiá çðó÷íèé òèì, ùî ç íàâåäåíî¨ òàáëèöi çíà÷åíü ôóíêöi¨ òà ¨¨
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àðãóìåíòó ëåãêî, áåç äîäàòêîâèõ îá÷èñëåíü, ðîçãëÿäàòè òà àíàëi-
çóâàòè öi çíà÷åííÿ. Íåäîëiêàìè öüîãî ñïîñîáó ¹ íåäîñòàòíÿ íàãëÿ-
äíiñòü â äîñëiäæåííi çàëåæíîñòåé çìiííèõ òà, ìîæëèâî, íåäîñòàòíÿ
êiëüêiñòü îòðèìàíèõ òàáëè÷íèõ äàíèõ. Ãðàôi÷íèé ñïîñiá çàäàí-
íÿ ôóíêöié ìà¹ âèñîêó ñòåïiíü íàãëÿäíîñòi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ,
ïîêàçó¹ íàãëÿäíî ÿêiñíó çìiíó çíà÷åíü ôóíêöi¨ â çàëåæíîñòi âiä
çìiíè çíà÷åíü íåçàëåæíî¨ çìiííî¨, â ðîëi ÿêî¨ íà ïðàêòèöi ÷àñòî
âèñòóïà¹ ÷àñ (çãàäàéòå õî÷à á ãðàôiê ó âèãëÿäi êàðäiîãðàìè ñåðöÿ,
ùî ïîêàçó¹ ðîáîòó ñåðöåâèõ ì'ÿçiâ, òîùî, ïðè âiäïîâiäíîìó îãëÿäi ó
ëiêàðÿ). Äî ðå÷i, íà ñüîãîäíiøíié äåíü øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â
ïîâñÿêäåííié ïðàêòèöi ðiçíîìàíiòíi ïðèëàäè, ÿêi â àâòîìàòè÷íîìó
ðåæèìi çàïèñóþòü òà çîáðàæóþòü ó âèãëÿäi ãðàôiêiâ çìiíè çàëå-
æíî¨ âiä ÷àñó (ÿêèé ãðà¹ ðîëü íåçàëåæíî¨ çìiííî¨) òi¹¨ ÷è iíøî¨
äîñëiäæóâàíî¨ âåëè÷èíè ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó. Íåäîëiêîì æå ãðàôi÷íî-
ãî ñïîñîáó ¹ íåâèñîêà òî÷íiñòü îòðèìóâàíèõ çíà÷åíü äîñëiäæóâàíèõ
ôóíêöié. Àíàëiòè÷íèé ñïîñiá çàäàííÿ ôóíêöié, ÿêèé íàé÷àñòiøå
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ìàòåìàòèöi, â íàóêîâèõ äîñëiäæåííÿõ, ìà¹ òàêi
ïåðåâàãè, ÿê êîìïàêòíiñòü çàïèñó âèðàçó ôóíêöi¨, ìîæëèâiñòü çíà-
õîäæåííÿ òà îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ
¨¨ àðãóìåíòó ç îáëàñòi ¨¨ âèçíà÷åííÿ, ìîæëèâiñòü äîñëiäæåííÿ ïî-
âåäiíêè öi¹¨ ôóíêöi¨ ç âèêîðèñòàííÿì íåîáõiäíîãî ìàòåìàòè÷íîãî
àïàðàòó. À áåçïåðå÷íèì íåäîëiêîì àíàëiòè÷íîãî ñïîñîáó ¹ íåäîñòà-
òíÿ íàãëÿäíiñòü ó ç'ÿñóâàííi ïîâåäiíêè çìiíè ôóíêöi¨ (îñîáëèâî ó
âèïàäêó ãðîìiçäêèõ àíàëiòè÷íèõ çàëåæíîñòåé).

Âiäìiòèìî, ùî íà ïðàêòèöi âñi òðè âiäìi÷åíi âèùå ñïîñîáè çàäà-
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ííÿ ôóêíêöi¨ iíîäi çàñòîñîâóþòüñÿ êîìáiíîâàíî, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü
êðàùå i øâèäøå äîñëiäèòè íåîáõiäíó ôóíêöiþ, âèÿñíèòè ïîâåäií-
êó ¨¨ çìiíè òà, ó âèïàäêó íåîáõiäíîñòi, çàñòîñóâàòè ¨¨ íà ïðàêòèöi.
Ñåðåä iíøèõ ñïîñîáiâ çàäàííÿ ôóíêöi¨ ïåðåëi÷èìî òàêi, ÿê:

� ñëîâåñíèé (îïèñîâèé);

� àëãîðèòìi÷íèé (ç âêàçiâêîþ ÷iòêîãî ïëàíó âèêîíàííÿ äié
äëÿ îòðèìàííÿ íåîáõiäíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨);

� ïðîãðàìíèé (àëãîðèòìi÷íèé ñïîñiá, çàïèñàíèé íà îäíié iç
ìîâ ñïiëêóâàííÿ ç ÅÎÌ);

� çà äîïîìîãîþ ãðàôiâ;

� çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü (ïîäðîáèöi çîáðàæåííÿ òàêèõ ëîãi-
÷íèõ ìàòðèöü äèâ. âèùå � ïðè ðîçãëÿäi ñïîñîáiâ çîáðàæåííÿ
áiíàðíèõ âiäíîøåíü çàãàëüíîãî âèäó).

10. Íåõàé f ⊂ X × Y � äåÿêà ôóíêöiÿ, òîáòî îäíîçíà÷íå âiä-
íîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí X i Y àáî, ÿê áóëî âiäìi÷åíî
ðàíiøå, f � öå ¹ ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ f : X −→ Y ìíîæèíè
X â ìíîæèíó Y . Ëåãêî áà÷èòè, ùî îáåðíåíå âiäíîøåííÿ f−1 ⊂
⊂ Y × X íå çàâæäè ¹ ôóíêöi¹þ, òîáòî íå çàâæäè ¹ îäíîçíà÷íèì
âiäíîøåííÿì ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè Y i X. Äiéñíî, íàïðèêëàä,
äëÿ ÷èñëîâî¨ ôóíêöi¨ f =

”
y = x2“, äå x, y ∈ R � äiéñíi ÷èñëà,

îòðèìà¹ìî îáåðíåíå âiäíîøåííÿ f−1 = {(y;x)|y = x2} = {(y;x)|x =
= −√y ∨ x =

√
y}, ÿêå íå ¹ îäíîçíà÷íèì, íå ¹ ôóíêöi¹þ, îñêiëüêè,

íàïðèêëàä, äëÿ îäíîãî çíà÷åííÿ y0 = 4 îòðèìà¹ìî äâà âiäïîâiä-
íèõ çíà÷åííÿ, x01 = −2, x02 = 2, òîáòî îáèäâi ïàðè (4;−2) i (4; 2)
íàëåæàòü âiäíîøåííþ f−1. Âçÿâøè, íàïðèêëàä, ÷èñëîâó ôóíêöiþ
f =

”
y = 2x“, äå x, y ∈ R, îòðèìà¹ìî îáåðíåíå âiäíîøåííÿ: f−1 =

= {(y;x)|y = 2x} = {(y;x)|x = log2y} =
”
x = log2y“, ÿêå, ÿê ìè

çíà¹ìî ç øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè, ¹ îäíîçíà÷íèì âiäíîøåííÿì, òîáòî
ôóíêöi¹þ.

Îçíà÷åííÿ 5.7.11. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × Y ìiæ åëå�
ìåíòàìè ìíîæèí X i Y íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíî îäíîçíà÷íèì,
ÿêùî îáåðíåíå äî íüîãî âiäíîøåííÿ f−1 ⊂ Y × X ¹ îäíîçíà÷íèì,
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òîáòî f−1 ¹ ôóíêöi¹þ, ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî
ñïiââiäíîøåííþ

(∀x1, x2 ∈ X; y ∈ Y )((x1; y) ∈ f ∧ (x2; y) ∈ f ⇒ x1 = x2).(5.7.3)

Íàïðèêëàä, âiäíîøåííÿ f = {(x; y)|x = |y|} ⊂ R × R, ëåãêî
áà÷èòè, ¹ îáåðíåíî îäíîçíà÷íèì íà ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 5.7.12. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × Y ìiæ åëå�
ìåíòàìè ìíîæèí X i Y íàçèâà¹òüñÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì àáî,
ãîâîðÿòü, ií'¹êöi¹þ ÷è ií'¹êòèâíèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì,
ÿêùî âîíî ¹ îäíî÷àñíî îäíîçíà÷íèì i îáåðíåíî îäíîçíà÷íèì, ùî íà
åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííÿì (5.7.1) i (5.7.3).

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåíü (5.7.1), (5.7.3)
ðiâíîñèëüíî âèêîíàííþ òàêîãî îäíîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀x1, x2 ∈ X)(x1, x2 ∈ D(f)→
→ (x1 6= x2 ↔ f(x1) 6= f(x2))), (5.7.4)

ÿêå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

(∀x1, x2 ∈ X)(x1, x2 ∈ D(f)→
→ (x1 = x2 ↔ f(x1) = f(x2))). (5.7.5)

Ó áiëüø çàãàëüíîìó (àëå ðiâíîñèëüíîìó) âèãëÿäi (5.7.4), (5.7.5)
ìàòèìóòü âiäïîâiäíî âèãëÿä:

(∀x1, x2 ∈ X; y1, y2 ∈ Y )((x1; y1), (x2; y2) ∈ f → (x1 6= x2 ↔ y1 6= y2));

(∀x1, x2 ∈ X; y1, y2 ∈ Y )((x1; y1), (x2; y2) ∈ f → (x1 = x2 ↔ y1 = y2));

Çàóâàæåííÿ. Çà ïðèéíÿòîþ íàìè òåðìiíîëîãi¹þ íàçâè
”
âçà¹ì-

íî îäíîçíà÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ“,
”
ií'¹êöiÿ“,

”
ií'¹êòèâíå áiíàð-

íå âiäíîøåííÿ“ ¹ ñèíîíiìàìè íàçâ
”
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ“,

”
ií'¹êòèâíà ôóíêöiÿ“,

”
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ“.

Íàãëÿäíå çîáðàæåííÿ ií'¹êòèâíî¨ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ñòði-
ëîê, ùî ç'¹äíóþòü äåÿêi ç òî÷îê ìíîæèíè X ç äåÿêèìè òî÷êà-
ìè ìíîæèíè Y ïîäàìî ñõåìàòè÷íî íà ìàëþíêó 1.47. Íà öüîìó
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Ìàë. 1.47.

ìàëþíêó ìà¹ìî: X = {x1, x2, ..., x7}; Y = {y1, y2, ..., y5}; f =
{(x2; y1), (x4; y3), (x5; y4), (x6; y5)}.

Çàóâàæèìî, ùî êðiì íàâåäåíèõ âèùå ñèíîíiìi÷íèõ íàçâ âçà¹ì-
íî îäíîçíà÷íèõ ôóíêöié âæèâàþòü i íàçâè ç ñëîâîì

”
îáîðîòíèé“.

Òàê, ó öèõ âèïàäêàõ ãîâîðÿòü ïðî îáîðîòíó ôóíêöiþ, îáîðî�
òíå îäíîçíà÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ, îáîðîòíå âiäîáðàæåí�
íÿ. Òîäi, ÿêùî f ⊂ X × Y � îáîðîòíà ôóíêöiÿ, f−1 ⊂ Y × X �
ôóíêöiÿ, ÿêó íàçèâàþòü îáåðíåíîþ äî ôóíêöi¨ f ⊂ X×Y . À îñêiëü-
êè, ÿê ìè çíà¹ìî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (f−1)−1 = f , òî òàêà ïàðà
ôóíêöié f ⊂ X × Y i f−1 ⊂ Y × X íàçèâà¹òüñÿ ïàðîþ âçà¹ìíî
îáåðíåíèõ àáî ïàðîþ âçà¹ìíî îáîðîòíèõ ôóíêöié. Àíàëîãi÷íi
ìiðêóâàííÿ âiäíîñÿòüñÿ i äî îáîðîòíèõ, îáåðíåíèõ òà âçà¹ìíî îáî-
ðîòíèõ, âçà¹ìíî îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü.

11. Ââåäåìî îçíà÷åííÿ ái¹êöi¨ ìiæ ìíîæèíàìè

Îçíà÷åííÿ 5.7.13. ßêùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X×Y ¹ ïîâ�
íîþ îáîðîòíîþ ôóíêöi¹þ òàêîþ, ùî E(f) = Y , òîáòî ¹ ïîâíèì
îáîðîòíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè X íà Y , òî f íàçèâà¹òüñÿ
ái¹êöi¹þ (àáî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíiñòþ) ìiæ ìíî�
æèíàìè X òà Y .

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y
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¹ ái¹êöi¹þ ìiæ ïiäìíîæèíàìè D(f) ⊂ X i E(f) ⊂ Y .

Îçíà÷åííÿ 5.7.14. ßêùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × X, äå
X 6= ∅, ¹ ií'¹êòèâíîþ ñþð'¹êöi¹þ, òî âîíî íàçèâà¹òüñÿ ïiäñòà�

íîâêîþ ìíîæèíè X.

12. Ïðèêëàäè.
1. Âiäíîøåííÿ

”
x ñèäèòü íà ñòiëüöi y“ ¹ îáîðîòíîþ ôóíêöi-

¹þ ìiæ ìíîæèíîþ ïðèñóòíiõ îñiá â äàíié àóäèòîði¨ òà ìíîæèíîþ
ñòiëüöiâ â öié àóäèòîði¨; âîíî ¹ îäíî÷àñíî i ái¹êöi¹þ ìiæ ìíîæèíîþ
ñèäÿ÷èõ ñòóäåíòiâ òà ìíîæèíîþ çàéíÿòèõ ñòiëüöiâ.

2. Âiäíîøåííÿ f =
”
y = 2x ⊂ R × R“ ¹ îáîðîòíîþ ôóíêöi¹þ i

îäíî÷àñíî ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ ìíîæèíîþ R âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë i ìíîæè-
íîþ Y = {y ∈ R|y > 0} âñiõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë.

3. Âiäíîøåííÿ f =
”
y = x3 ⊂ R×R“ ¹ ïiäñòàíîâêîþ ìíîæèíè R

âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë.
Çàóâàæèìî, ùî ãðàôiê äîâiëüíî¨ ÷èñëîâî¨ îáîðîòíî¨ ôóíêöi¨

f ìà¹ òàêó îñîáëèâiñòü: äîâiëüíà ïðÿìà, ïàðàëåëüíà îñi Ox, i
äîâiëüíà ïðÿìà, ïàðàëåëüíà îñi Oy, ìîæå ìàòè ç öèì ãðàôiêîì íå
áiëüøå îäíi¹¨ ñïiëüíî¨ òî÷êè (äèâ. ìàëþíîê 1.48).

Ìàë. 1.48.

13. Âiäìiòèìî, ùî ïðè ðîçãëÿäi ïàðè âçà¹ìíî îáåðíåíèõ ìiæ
ñîáîþ ÷èñëîâèõ ôóíêöié iç ñòàíäàðòíèìè ïîçíà÷åííÿìè y = f(x)
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i x = f−1(y) òà ïîáóäîâi âiäïîâiäíèõ ¨ì ãðàôiêiâ íà êîîðäèíàòíié
ïëîùèíi ìè ôîðìàëüíî îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíi ¨ì ãðàôiêè Γf i Γf−1

òàêi, ùî öi ãðàôiêè ìiæ ñîáîþ ñïiâïàäóòü, òîáòî ìàòèìåìî ðiâíiñòü
Γf = Γf−1 äâîõ îäíàêîâèõ ìíîæèí òî÷îê, ùî óòâîðþþòü öi ãðàôi-
êè. Â öüîìó ïåðåêîíó¹ íàñ i òàêèé ïðîñòèé ïðèêëàä. Î÷åâèäíî, ùî
ôóíêöiÿ f =

”
y = 2x − 1“ îáîðîòíà, à îáåðíåíîþ äî íå¨ ¹ ôóíêöiÿ

f−1 =
”
x =

y + 1

2
“ (àáî ìîæíà áóëî á âçÿòè äëÿ iëþñòðàöi¨ i ïàðó

âçà¹ìíî îáåðíåíèõ ôóíêöié y = 2x � ïîêàçíèêîâó i x = log2 y �
ëîãàðèôìi÷íó). Ëåãêî áà÷èòè, ùî, íàïðèêëàä, òî÷êà M(2; 3) íàëå-
æèòü ÿê ãðàôiêó Γf , òàê i ãðàôiêó Γf−1 . Â ïîäiáíîìó ìîæíà áóëî
á ïåðåêîíàòèñÿ i äëÿ iíøèõ òî÷îê. Ðàçîì ç òèì, â ñèëó îçíà÷åííÿ
îáåðíåíîñòi äîâiëüíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ϕ (ÿêùî âîíî íå ñè-
ìåòðè÷íå, òîáòî ϕ−1 6= ϕ), ìè çíà¹ìî, ùî îáîâ'ÿçêîâî ¹ òàêi ïàðè
(x0; y0), äå x0 6= y0, ùî ÿêùî (x0; y0) ∈ ϕ, òî (x0; y0) /∈ ϕ−1, i íàâïà-
êè. Âçÿòà æ íàìè ôóíêöiÿ f =

”
y = 2x−1“ íå ¹ ñèìåòðè÷íèì áiíàð-

íèì âiäíîøåííÿì, ùî âèäíî õî÷à á ç òîãî, ùî (2; 3) ∈ f i (3; 2) /∈ f . À
çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðàôiêè äëÿ f i f−1 íå ïîâèííi ñïiâïàäàòè, ùî
ñóïåðå÷èòü ñêàçàíîìó âèùå ïðî òå, ùî Γf = Γf−1 . Ùîá óíèêíóòè
òàêî¨ ñóïåðå÷íîñòi (àäæå, ÿê ìè çíà¹ìî ç ïîïåðåäíüîãî, öi ãðàôi-
êè ïîâèííi íå ñïiâïàäàòè, à áóòè ñèìåòðè÷íèìè ìiæ ñîáîþ âiäíîñíî
äiàãîíàëi ∆R, ÿêà ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê ïðÿìîþ ç ðiâíÿííÿì y = x), çà-
ïèñ îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ äî îáîðîòíî¨ ïåðåïîçíà÷à¹ìî: ââàæà¹ìî, ùî
äî îáîðîòíî¨ ôóíêöi¨ y = f(x) îáåðíåíîþ ¹ ôóíêöiÿ y = f−1(x)(à
íå x = f−1(y)). I îñü òîäi ¨õ ãðàôiêè Γf i Γf−1 ñïðàâäi áóäóòü ñè-
ìåòðè÷íèìè ìiæ ñîáîþ âiäíîñíî ïðÿìî¨ y = x. Çàâåðøèìî ðîçãëÿä
íàøîãî ïðèêëàäà ïîáóäîâîþ ãðàôiêiâ ôóíêöi¨ f =

”
y = 2x − 1“ i

îáåðíåíî¨ äî íå¨ ôóíêöi¨ f−1 =
”
y =

x+ 1

2
“, çàïèñàíî¨ ç âêàçàíè-

ìè ïåðåïîçíà÷åííÿìè (ìàëþíîê 1.49). Áà÷èìî, ùî ãðàôiêè ñïðàâäi
ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî äiàãîíàëi ∆R =

”
y = x“.

Äî ðå÷i âiäìiòèìî, ùî äëÿ âçà¹ìíî îáåðíåíèõ ìiæ ñîáîþ ôóí-
êöié f i f−1 ¨õ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòi çíà÷åíü çâ'ÿçàíi ìiæ
ñîáîþ òàêèìè ðiâíîñòÿìè:

D(f−1) = E(f); (5.7.6)

E(f−1) = D(f). (5.7.7)

14. Âèêîðèñòîâóþ÷è âêàçàíi âèùå îçíà÷åííÿ òèõ ÷è iíøèõ ôóí-
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Ìàë. 1.49.

êöiîíàëüíèõ çàëåæíîñòåé, ìîæíà äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü íà�
ñòóïíèõ òâåðäæåíü:

1) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × Y áóëî ôóíêöi�
¹þ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü: f ◦ f−1 =
= ∆E(f) ⊂ ∆Y ;

2) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × Y áóëî îáåðíåíî
îäíîçíà÷íèì, òîáòî âiäíîøåííÿ f−1 ⊂ Y ×X áóëî ôóíêöi¹þ, íåîá�
õiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü: f−1 ◦ f = ∆D(f) ⊂
⊂ ∆X ;

3) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × Y áóëî ií'¹êöi�
¹þ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíîñòi: f ◦ f−1 =
= ∆E(f) ⊂ ∆Y , f

−1 ◦ f = ∆D(f) ⊂ ∆X ;
4) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × Y áóëî ái¹êöi¹þ

ìiæ ìíîæèíàìè X i Y , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ
ðiâíîñòi: f ◦ f−1 = ∆E(f) = ∆Y , f

−1 ◦ f = ∆D(f) = ∆X ;
5) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X×Y áóëî ôóíêöi¹þ,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí Y1, Y2 ⊂ Y
âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü ˘f−1(Y1 ∩ Y2) = ˘f−1(Y1) ∩ ˘f−1(Y2);

6) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × Y áóëî îáåðíåíî
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îäíîçíà÷íèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíî�
æèí X1, X2 ⊂ X âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü f̆(X1∩X2) = f̆(X1)∩f̆(X2);

7) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X×X áóëî ïiäñòàíîâ�
êîþ ìíîæèíè X, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíî�
ñòi: f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = ∆X ;

8) äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ g ⊂ X×Y áóëà ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨
f ⊂ X × Y , òîáòî âèêîíóâàëîñü âêëþ÷åííÿ f ⊂ g, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü: g ◦∆D(f) = f ;

9) äëÿ òîãî, ùîá îá'¹äíàííÿ äâîõ ôóíêöié f1, f2 ⊂ X × Y áó�
ëî ôóíêöi¹þ (òàêi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ ñóìiñíèìè), íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü: f2 ◦∆D(f1) = f1 ◦∆D(f2);

10) ïîâíå ïåðåòâîðåííÿ f ⊂ X × X ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ
iíâîëþöi¹þ öi¹¨ ìíîæèíè, ÿêùî f ◦ f = ∆X . Äîâåñòè, ùî f ¹ ií-
âîëþöi¹þ ìíîæèíè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f � ñèìåòðè÷íå áiíàðíå
âiäíîøåííÿ, òîáòî f ⊂ f−1 (âiä ëàòèícüêîãî involution � çàâèòîê,
òîáòî ïðè ïîâòîðíîñòi ïåðåòâîðåííÿ åëåìåíò ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ñàì â
ñåáå);

11) ÿêùî âiäíîøåííÿ f : X −→ Y , g : Y −→ S � ÷àñòêîâi
âiäîáðàæåííÿ, òî ¨õ êîìïîçèöiÿ g◦f ⊂ X×S ¹ ÷àñòêîâèì âiäîáðà�
æåííÿì g ◦ f : X −→ S òàêèì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

g ◦ f 6= ∅⇒ (∀x ∈ X)(x ∈ D(g ◦ f)→ (g ◦ f)(x) = g(f(x)));

òàêà êîìïîçèöiÿ g◦f ÷àñòî íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäåíîþ (àáî ñêëàäíîþ)
ôóíêöi¹þ, ïðè÷îìó â íié ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y íàçèâà¹òüñÿ âíóòði�
øíüîþ, à ôóíêöiÿ g ⊂ Y × S � çîâíiøíüîþ; íàïðèêëàä, äëÿ ÷è�

ñëîâèõ ôóíêöié f =
”
y = log3(x − 5) + x“, g =

”
y = sin

(
x+ 4

3

)
“,

äå x, y ∈ R � äiéñíi çìiííi, îòðèìà¹ìî ñêëàäíó ÷èñëîâó ôóíêöiþ

g ◦ f =
”
y = sin

(
1

3
((log3(x− 5) + x) + 4)

)
“;

12) ÿêùî âiäíîøåííÿ f ⊂ X×Y , g ⊂ Y ×S îáåðíåíî îäíîçíà÷íi,
òî i âiäíîøåííÿ g ◦ f ⊂ X × S îáåðíåíî îäíîçíà÷íå;

13) ÿêùî f ⊂ X × Y , g ⊂ Y × S âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi, òîáòî
ií'¹êòèâíi, ôóíêöi¨, òî ¨õ êîìïîçèöiÿ (ñêëàäíà ôóíêöiÿ) g ◦ f ⊂
⊂ X × S ¹ ií'¹êòèâíîþ (òîáòî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ) ôóíêöi¹þ;

14) ÿêùî âiäíîøåííÿ f, g ⊂ X×Y îäíîçíà÷íi, àáî îáåðíåíî îäíî�
çíà÷íi, àáî ií'¹êòèâíi, òî i ¨õ ïåðåòèí f ∩ g ⊂ X × Y ¹ âiäïîâiäíî
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îäíîçíà÷íèì, àáî îáåðíåíî îäíîçíà÷íèì, àáî ií'¹êòèâíèì âiäíîøå�
ííÿì.

15. äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y áóëà ií'¹êòèâíîþ, íå�
îáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí âèêîíóâàëàñÿ
ðiâíiñòü f̆(X1 ∩X2) = f̆(X1) ∩ f̆(X2).

Äîâåäåííÿ áiëüøîñòi ç íàâåäåíèõ òâåðäæåíü âèïëèâàþòü îäíi
ç îäíèõ àáî æ ç âiäïîâiäíèõ îçíà÷åíü. Äëÿ çðàçêà ó âèãëÿäi ëàí-
öþæêiâ ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü òâåð-
äæåíü 1 i 15.

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ f ⊂ X × Y
áóëî ôóíêöi¹þ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü
f ◦ f−1 = ∆E(f) ⊂ ∆Y .

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî: f ◦ f−1 ⊂ ∆Y ≡ (∀y1, y2 ∈ Y )((y1; y2) ∈ f ◦
◦ f−1 → y1 = y2) ≡ (∀y1, y2 ∈ Y )((∃x ∈ X)((y1;x) ∈ f−1 ∧ (x; y2) ∈
∈ f) → y1 = y2) ≡ (∀y1, y2 ∈ Y ;x ∈ X)(((x; y1) ∈ f ∧ (x; y2) ∈ f) →
→ y1 = y2) ≡ (f ⊂ X × Y ) � ôóíêöiÿ çà îçíà÷åííÿì; â äàíîìó
ëàíöþæêó ðiâíîñèëüíîñòåé áà÷èìî, ùî çìiííi y1, y2 ∈ Y íàëåæàòü
îáëàñòi çíà÷åíü E(f) ôóíêöi¨ f ⊂ X × Y ; òîìó ðîáèìî âèñíîâîê
ïðî òå, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f ◦ f−1 = ∆E(f), ÿêó i òðåáà áóëî
äîâåñòè �

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òâåðäæåííÿ 15.
Òâåðäæåííÿ 15. Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y áóëà ií'�

¹êòèâíîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí
âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü f̆(X1 ∩X2) = f̆(X1) ∩ f̆(X2).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè, ÿê ìè çíà¹ìî ç ïîïåðåäíüîãî, âêëþ÷åí-
íÿ f̆(X1∩X2) ⊂ f̆(X1)∩f̆(X2) ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíèõ áiíàðíèõ âiä-
íîøåíü, òî äîñèòü ðîçãëÿíóòè îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ. Îòðèìà¹ìî:
f̆(X1) ∩ f̆(X2) ⊂ f̆(X1 ∩ X2) ≡ (∀y ∈ Y )(y ∈ f̆(X1) ∩ f̆(X2) → y ∈
∈ f̆(X1∩X2)) ≡ (∀y ∈ Y )(((∃x1 ∈ X1)(x1; y) ∈ f∧(∃x2 ∈ X2)(x2; y) ∈
∈ f) → (∃x ∈ X)(x ∈ X1 ∧ x ∈ X2 ∧ (x; y) ∈ f)) ≡ (∀y ∈ Y ;x1, x2 ∈
∈ X)(((x1; y) ∈ f ∧ (x2; y) ∈ f) → x1 = x2) ≡ ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y
¹ ií'¹êòèâíîþ çà îçíà÷åííÿì. Ùîá îñòàòî÷íî ïåðåêîíàòèñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ 15, äîñèòü ïîêàçàòè, ùî â íàâåäåíîìó ëàí-
öþæêó ïåðåäîñòàííi äâà ñïiââiäíîøåííÿ ðiâíîñèëüíi äëÿ äîâiëüíèõ
ïiäìíîæèí X1, X2 ⊂ X.

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀y ∈ Y ; x1, x2 ∈ X; X1, X2 ⊂ X)(x1 ∈ X1∧
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∧x2 ∈ X2 ∧ (x1; y) ∈ f ∧ (x2; y) ∈ f →
→ (∃x ∈ X)(x ∈ X1 ∧ x ∈ X2 ∧ (x; y) ∈ f)), (*)

i íåõàé ((x1; y) ∈ f ∧ (x2; y) ∈ f). Âçÿâøè X1 = {x1}, X2 = {x2},
ç ñïiââiäíîøåííÿ (*) îòðèìà¹ìî: x1 = x2, ùî ïîêàçó¹ âèêîíàííÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

(∀y ∈ Y ;x1, x2 ∈ X)(((x1, y) ∈ f ∧ (x2, y) ∈ f)→ x1 = x2). (∗∗)

Íàâïàêè, íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (**) i óìîâà (x1 ∈ X1∧
∧ x2 ∈ X2 ∧ (x1; y) ∈ f ∧ (x2; y) ∈ f) ñïiââiäíîøåííÿ (*). Òîäi ç
(**) î÷åâèäíèì ÷èíîì ìà¹ìî: x1 = x2, ùî âêàçó¹ íà âèêîíàííÿ
âèñíîâêó (∃x)(x ∈ X1 ∧ x ∈ X2 ∧ (x, y) ∈ f) ñïiââiäíîøåííÿ (*),
îñêiëüêè äîñèòü ïîêëàñòè x = x1 = x2. Îòæå, iç ñïiââiäíîøåííÿ
(**) âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ (*), ÷èì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ
òâåðäæåííÿ 15 �

15. Ïðè ðîçãëÿäi âiäíîøåíü ïîðÿäêiâ òà äåÿêèõ ¨õ óçà�
ãàëüíåíü áóëî âiäìi÷åíî, ùî ìiæ íèìè òà âiäíîøåííÿìè åêâiâà-
ëåíòíîñòi, íåçâàæàþ÷è íà ¨õ iñòîòíi âiäìiííîñòi, iñíó¹ ïåâíèé âçà-
¹ìîçâ'ÿçîê. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìiæ ôóíêöiîíàëüíèìè âiäíîøåí�
íÿìè òà åêâiâàëåíòíîñòÿìè i äåÿêèìè ¨õ óçàãàëüíåííÿìè (çíîâó
íåçâàæàþ÷è íà ¨õ, çäàâàëîñü áè, iñòîòíi âiäìiííîñòi) òåæ iñíó¹ ïåâ�
íèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê, íà ç'ÿñóâàííi ÿêîãî äàëi çóïèíèìîñÿ, íå âäàþ-
÷èñü â ïîäðîáèöi äîñëiäæåíü. Ìîæíà áóëî áè ïiòè i äàëi, âêàçàâøè
íà âçà¹ìîçâ'ÿçêè ôóíêöiîíàëüíèõ âiäíîøåíü ç äåÿêèìè ïîðÿäêà-
ìè. Íàâåäåíi äóìêè íàâiþþòü íà âèñëiâ, ÿêèé ðîñiéñüêîþ ìîâîþ
çâó÷èòü òàê:

”
Äåéñòâèòåëüíî, íàø ìèð òåñåí!“, � öå ç îäíîãî

áîêó, à ç äðóãîãî áîêó � öå ïîêàçó¹, íàñêiëüêè âñå â ïðèðîäi, â äî-
ñëiäæåííÿõ, â íàóöi i íà ïðàêòèöi ïåðåïëåòåíî òà âçà¹ìîïîâ'ÿçàíî
ìiæ ñîáîþ.

Íåõàé f ⊂ X × Y � äåÿêà ôóíêöiÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.7.15. Âiäíîøåííÿ εf ⊂ X × X íàçèâà¹òüñÿ
ÿäðîì ôóíêöi¨ f ⊂ X × Y , ÿêùî âîíî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

εf
df
= {(x1;x2)|f〈x1〉 = f〈x2〉 6= ∅} ⊂ X ×X. (5.7.8)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî öå ÿäðî εf ôóíêöi¨ f ⊂ X × X ¹ ÷àñòêîâîþ
åêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi X, à òî÷íiøå � ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà
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ïiäìíîæèíi D(f) ⊂ X, òîáòî íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ äàíî¨ ôóíêöi¨
f ⊂ X × Y .

Î÷åâèäíî, ùî ÿäðî εf äëÿ ïîâíî¨ ôóíêöi¨ f ⊂ X × Y , òîáòî
ïîâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X −→ Y , ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi
X, îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó D(f) = X. Iíîäi ÿäðî εf íàçèâàþòü
âiäíîøåííÿì ðiâíîîáðàçíîñòi ôóíêöi¨ f .

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ÿäðî εf ôóíêöi¨ f ìîæíà âèðàçèòè ðiâíi-
ñòþ

εf = f−1 ◦ f. (5.7.9)

Ó âèïàäêó ïîâíî¨ ôóíêöi¨ f ⊂ X × Y ¨¨ ÿäðî ìîæíà áóëî áè
âèðàçèòè çàìiñòü ðiâíîñòi (10) òàêîþ ïðîñòiøîþ ðiâíiñòþ:

εf = {(x1;x2)|f(x1) = f(x2)}. (5.7.10)

Ìàþ÷è ÿäðî εf ôóíêöi¨ f ⊂ X × Y íà ïiäìíîæèíi D(f) ⊂ X,
ìîæíà óòâîðèòè, ÿê ìè çíà¹ìî, ôàêòîð-ìíîæèíó D(f)/εf . À ÿêùî
æ ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y ïîâíà, òî îòðèìà¹ìî ôàêòîð-ìíîæèíó X/εf
âñi¹¨ ìíîæèíè X.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó âèïàäêó ií'¹êòèâíî¨ ôóíêöi¨ f ⊂ X×Y âiäïî-
âiäíå ÿäðî εf ¹ ÷àñòêîâî-òîòîæíèì âiäíîøåííÿì ∆D(f) íà ìíîæèíi
X, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü εf = ∆D(f). À ÿêùî æ ií'¹êòèâíà
ôóíêöiÿ f ⊂ X × Y ïîâíà, òî ÿäðî εf ¹ òîòîæíèì âiäíîøåííÿì
ìíîæèíè X, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü εf = ∆X .

Íàãëÿäíå çîáðàæåííÿ óòâîðåííÿ ÿäðà εf òà ôàêòîð-
ìíîæèíè X/εf âñi¹¨ ìíîæèíè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïîâíié ôóíêöi¨
f ⊂ X ×Y ìîæíà ñõåìàòè÷íî ïîêàçàòè íà ìàëþíêó 1.50. Íà öüîìó
ìàëþíêó ìà¹ìî: X = {x1, x2, ..., x10}; Y = {y1, y2, ..., y6};

εf = {(x1;x1), (x2;x2), (x3;x3), (x1;x2), (x1;x3), (x2;x1), (x3;x1),
(x2;x3), (x3;x2), (x8;x8), (x9;x9), (x10;x10), (x4;x6), (x6;x4), (x4;x4),
(x6;x6), (x5;x5), (x7;x7), (x5;x7), (x7;x5)};

X/εf = {{x1, x2, x3}; {x4, x6}; {x5, x7}; {x8}; {x9}; {x10}}.
Ïðèêëàäè.
1. f =

”
y = sinx“, äå x ∈ R � ÷èñëîâà ïîâíà ôóíêöiÿ;

εf = {(x1;x2)| sinx1 = sinx2} ⊂ R× R � ÿäðî f ;
R/εf = {{(−1)n arcsin y + nπ|n ∈ Z}|y ∈ [−1; 1]}�ôàêòîð-ìíîæèíà
ïî ÿäðó εf .
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Ìàë. 1.50.

2. f =
”
y = E(x) � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x, ÿêà íå ïåðåâèùó¹

x ∈ R“� ïîâíà ÷èñëîâà ôóíêöiÿ òàêà, ùî E(x) = n ∈ Z, äå n 6 x <
< n + 1; εf = {(x1;x2)|E(x1) = E(x2)} ⊂ R × R � ÿäðî f ; R/εf =
= {[n;n + 1)|n ∈ Z} � ìíîæèíà âñiõ íàïiââiäðiçêiâ âèäó [n;n + 1),
äå n ∈ Z � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî; òóò, íàïðèêëàä, E(3) = E(3.2) =
= E(3.5) = E(3.9) = 3.

16. Áà÷èìî, ùî ç êîæíîþ ôóíêöi¹þ f ⊂ X ×Y âèíèêà¹ ÷àñòêî-
âà åêâiâàëåíòíiñòü � ÿäðî εf ⊂ X × X öi¹¨ ôóíêöi¨, ÿêå óòâîðþ¹
ðîçáèòòÿ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ D(f) öi¹¨ ôóíêöi¨ � ôàêòîð-ìíîæèíó
D(f)/εf � íà êëàñè ïî εf . À ÿêùî ôóíêöiÿ f ïîâíà, òî âiäïîâiä-
íå ÿäðî εf ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà X, ùî óòâîðþ¹ ôàêòîð-ìíîæèíó
X/εf .

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ëåãêî áà÷èòè, ùî i, íàâïàêè, äîâiëüíà ÷àñòêîâà
åêâiâàëåíòíiñòü ε ⊂ X × X, óòâîðþþ÷è ôàêòîð-ìíîæèíó X1/ε íà
ïiäìíîæèíi X1 = ρr1ε, çàäà¹ ñþð'¹êöiþ fε : X1

íà−→ X1/ε, ÿäðîì
εfε ÿêî¨ ¹ çàäàíà ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü ε ⊂ X ×X. Àíàëîãi÷íî i
äîâiëüíà åêâiâàëåíòíiñòü ε ⊂ X×X çàäà¹ ñþð'¹êöiþ fε : X

íà−→ X/ε
âñi¹¨ ìíîæèíè X íà ôàêòîð ìíîæèíó X/ε, à ÿäðîì öi¹¨ ñþð'¹êöi¨
fε ¹ çàäàíà åêâiâàëåíòíiñòü, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü εfε = ε.
Öÿ ñþð'¹êöiÿ ÷àñòî íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ àáî ïðèðîäíîþ

i çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ fε(x)
df
= ε〈x〉, äå x ∈ D(f) ⊂ X, à ε〈x〉 � êëàñ

åêâiâàëåíòíîñòi ïî ε, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò x.
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Ïðèêëàä. Íåõàé ε = {(1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2), (3; 3), (4; 4)} ⊂
⊂ X ×X � åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi X = {1, 2, 3, 4}. Î÷åâèäíî,
ùî ôàêòîð-ìíîæèíàX/ε ìà¹ òàêèé âèãëÿä:X/ε = {{1, 2}; {3}; {4}}.
Òîäi êàíîíi÷íà ñþð'¹êöiÿ fε : X

íà−→ X/ε áóäå òàêîþ: fε(1) = fε(2) =
= {1, 2}; fε(3) = {3}; fε(4) = {4}.

Çàóâàæåííÿ. Ââåäåíå íàìè âèùå ÿäðî εf ⊂ X×X äëÿ ôóíêöi¨
ìîæíà äîñëiäæóâàòè i äëÿ äîâiëüíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ: ρ ⊂
⊂ X × Y : ερ � ÿäðî ρ

df⇐⇒ ερ = {(x1;x2)|ρ〈x1〉 = ρ〈x2〉 6= ∅}.

17. Óçàãàëüíåííÿì ôóíêöiîíàëüíèõ âiäíîøåíü ¹ òàê çâàíi êâà�
çiîäíîçíà÷íi àáî äèôóíêöiîíàëüíi âiäíîøåííÿ (ïðåôiêñ äè �
îçíà÷à¹

”
äâi÷i“,

”
ïîäâiéíèé“).

Îçíà÷åííÿ 5.7.16. Âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X×Y íàçèâà¹òüñÿ êâàçiî�
äíîçíà÷íèì àáî äèôóíêöiîíàëüíèì, ÿêùî äîâiëüíi éîãî ðiçíi çðiçè
ïî åëåìåíòàì ìíîæèíè X íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî âèêîíó¹�
òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀x1, x2 ∈ X)(ρ〈x1〉 ∩ ρ〈x2〉 6= ∅→ ρ〈x1〉 = ρ〈x2〉), (5.7.11)

ùî ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀x1, x2 ∈ X)(ρ〈x1〉 6= ρ〈x2〉 → ρ〈x1〉 ∩ ρ〈x2〉 = ∅). (5.7.12)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ, ÿêi
ðîçêðèâàþòü âëàñòèâîñòi äèôóíêöiîíàëüíèõ âiäíîøåíü:

1) äëÿ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X × Y áóëî êâàçiôóí�
êöiîíàëüíèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü

ρ ◦ ρ−1 ◦ ρ = ρ; (5.7.13)

2) áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X×Y êâàçiîäíîçíà÷íå òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè îáåðíåíå äî íüîãî âiäíîøåííÿ ρ−1 ⊂ Y ×X êâàçiîäíîçíà�
÷íå;

3) ïåðåòèí êâàçiîäíîçíà÷íèõ âiäíîøåíü ìiæ åëåìåíòàìè çàäà�
íèõ ìíîæèí ¹ êâàçiîäíîçíà÷íèì âiäíîøåííÿì ìiæ åëåìåíòàìè
öèõ ìíîæèí;

4) ñåðåä âñiõ êâàçiîäíîçíà÷íèõ âiäíîøåíü ìiæ åëåìåíòàìè ìíî�
æèí X òà Y íàéìåíøèì ¹ ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ ∅, à íàéáiëüøèì
� äåêàðòiâ äîáóòîê X × Y ;
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óçàãàëüíåííÿ

5) äîâiëüíå îäíîçíà÷íå àáî îáåðíåíå îäíîçíà÷íå âiäíîøåííÿ ¹
êâàçiîäíîçíà÷íèìè âiäíîøåííÿìè;

6) äîâiëüíà ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü ¹ êâàçiîäíîçíà÷íèì âiä�
íîøåííÿì;

7) äëÿ òîãî, ùîá êâàçiîäíîçíà÷íå âiäíîøåííÿ áóëî (÷àñòêîâîþ)
åêâiâàëåíòíiñòþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âîíî áóëî (÷àñòêî�
âî) ðåôëåêñèâíèì;

8) ÿêùî âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X×Y êâàçiîäíîçíà÷íå, òî âiäíîøåííÿ
ρ ◦ ρ−1 ⊂ Y × Y , ρ−1 ◦ ρ ⊂ X ×X � ÷àñòêîâi åêâiâàëåíòíîñòi ;

9) ÿêùî âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X×Y ïîâíå ñþð'¹êòèâíå êâàçiîäíîçíà�
÷íå âiäíîøåííÿ, òî âiäíîøåííÿ ρ ◦ ρ−1 ⊂ Y × Y , ρ−1 ◦ ρ ⊂ X ×X
� åêâiâàëåíòíîñòi ;

10) äëÿ òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X × Y áóëî êâàçiîäíîçíà�
÷íèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ õî÷à áè îäíà iç
ðiâíîñòåé: ρ ◦ ρ−1 = ερ−1 , ρ−1 ◦ ρ = ερ, äå ερ � ÿäðî ρ, à ερ−1 �
ÿäðî ρ−1;

11) ÿêùî ρ ⊂ X × Y � ïîâíå ñþð'¹êòèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ,
òîáòî pr1ρ = X, pr2ρ = Y , òî äëÿ òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X ×
Y áóëî êâàçiîäíîçíà÷íèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá çíàéøëèñÿ
òàêi ðîçáèòòÿ {Xi|i ∈ I} ìíîæèíè X òà {Yi|i ∈ I} ìíîæèíè Y ,

ùî ρ =
⋃
i∈I

(Xi × Yi);

12) äëÿ òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X×Y áóëî êâàçiîäíîçíà÷íèì,
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá çíàéøëèñÿ òàêi ðîçáèòòÿ {Xi|i ∈ I}
îáëàñòi âèçíà÷åííÿ pr1ρ ⊂ X i {Yi|i ∈ I} îáëàñòi çíà÷åíü pr2ρ ⊂ Y
âiäíîøåííÿ ρ, ùî ρ =

⋃
i∈I

(Xi × Yi).

Äîâåäåííÿ íàâåäåíèõ òâåðäæåíü âèïëèâàþòü ç âiäïîâiäíèõ
îçíà÷åíü àáî æ îäíi ç îäíèõ.Äëÿ çðàçêà äîâåäåìî, íàïðèêëàä,
òâåðäæåííÿ 1, à iíøi ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Çðîçóìiëî, ùî äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ 1 çâîäèòüñÿ äî äî-
âåäåííÿ ðiâíîñèëüíîñòi ñïiââiäíîøåíü (5.7.11) i (5.7.13). Äëÿ öüîãî
ïåðø çà âñå ïîäàìî öi ñïiââiäíîøåííÿ (5.7.11) i (5.7.13) â åëåìåíòàð-
íîìó âèãëÿäi. Äëÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.7.11) ìà¹ìî íàñòóïíèé ëàí-
öþæîê ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü: (5.7.11)≡ (∀x1, x2 ∈ X)((∃y2 ∈
∈ Y )((x1; y2), (x2; y2) ∈ ρ) → (∀y1 ∈ Y )((x1; y1) ∈ ρ ↔ (x2; y1) ∈
∈ ρ)) ≡ (∀x1, x2 ∈ X; y1, y2 ∈ Y )((x1; y2), (x2; y2) ∈ ρ → ((x1, y1) ∈
∈ ρ↔ (x2; y1) ∈ ρ)). Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (5.7.11) ïðèéíÿëî òàêèé
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åëåìåíòàðíèé âèãëÿä:

(∀x1, x2 ∈ X; y1, y2 ∈ Y )((x1; y2), (x2; y2) ∈ ρ→
→ ((x1, y1) ∈ ρ⇔ (x2; y1) ∈ ρ)). (*)

Â ðiâíîñòi (5.7.13) âêëþ÷åííÿ ρ ⊂ ρ ◦ ρ−1 ◦ ρ î÷åâèäíå. Äiéñíî,
ÿêùî (x; y) ∈ ρ, òî î÷åâèäíî ((x; y) ∈ ρ ∧ (y;x) ∈ ρ−1 ∧ (x; y) ∈ ρ),
ùî äà¹ (x; y) ∈ ρ◦ρ−1 ◦ρ; à öå âêàçó¹ íà òå, ùî ñïðàâäi âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ ρ ⊂ ρ ◦ ρ−1 ◦ ρ. Òîìó ðiâíiñòü (5.7.13) ìîæíà çàìiíèòè
íà âêëþ÷åííÿ ρ ◦ ρ−1 ◦ ρ ⊂ ρ. Ó ðåçóëüòàòi äëÿ (5.7.13) îòðèìà¹ìî
òàêèé ëàíöþæîê ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü: (5.7.13)≡ ρ ◦ ρ−1 ◦ ρ ⊂
⊂ ρ ≡ (∀x1 ∈ X; y1 ∈ Y )((x1; y1) ∈ ρ◦ρ−1 ◦ρ→ (x1; y1) ∈ ρ) ≡ (∀x1 ∈
∈ X; y1 ∈ Y )((∃x2 ∈ X; y2 ∈ Y )((x1; y2), (x2; y2), (x2; y1) ∈ ρ) →
→ (x1; y1) ∈ ρ) ≡ (∀x1, x2 ∈ X; y1, y2 ∈ Y )((x1; y2), (x2; y2), (x2; y1) ∈
∈ ρ→ (x1; y1) ∈ ρ).

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (5.7.13) ïðèéíÿëî òàêèé åëåìåíòàðíèé
âèãëÿä:

(∀x1, x2 ∈ X; y1, y2 ∈ Y )((x1; y2), (x2; y2), (x2; y1) ∈
∈ ((x1; y2), (x2; y2), (x2; y1) ∈ ρ→ (x1; y1) ∈ ρ). (**)

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (*), (**) ìiæ ñîáîþ ðiâ-
íîñèëüíi (ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî). À òîìó i ñïiââiäíîøåííÿ (5.7.11),
(5.7.13) ìiæ ñîáîþ ðiâíîñèëüíi, ÷èì i çàâåðøó¹ìî äîâåäåííÿ òâåð-
äæåííÿ 1 �

Òâåðäæåííÿ 11, 12, âiäìiòèìî, ïî ñóòi ðîçêðèâàþòü áóäîâó
êâàçiîäíîçíà÷íîãî âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X × Y , ÿêà íàãàäó¹ áóäî-
âó ÷àñòêîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi àáî åêâiâàëåíòíîñòi (ÿêùî ρ ⊂ X × Y
ïîâíå i ñþð'¹êòèâíå): ρ =

⋃
i∈I

(Xi × Yi) � öå îá'¹äíàííÿ
”
ïðÿìîêó-

òíèêiâ“Xi × Yi � äåêàðòîâèõ äîáóòêiâ, ÿêi ìiæ ñîáîþ íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ (çãàäàéìî, ùî åêâiâàëåíòíiñòü ε ⊂ X × X � öå îá'¹äíàííÿ
ε =

⋃
i∈I

(Xi × Xi) ”
êâàäðàòiâ“Xi × Xi � äåêàðòîâèõ êâàäðàòiâ, ÿêi

ìiæ ñîáîþ íå ïåðåòèíàþòüñÿ). Ó ðåçóëüòàòi çîáðàæåííÿ êâàçiîäíî-
çíà÷íèõ âiäíîøåíü ρ ⊂ X × Y íà äiàãðàìàõ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä,
ÿê íà ìàëþíêó 1.51.

Çàâåðøóþ÷è îãëÿä äèôóíêöiîíàëüíèõ âiäíîøåíü, ùå ðàç ïå-
ðåêîíó¹ìîñÿ â ãëèáîêèõ âçà¹ìîçâ'ÿçêàõ ìiæ åêâiâàëåíòíîñòÿìè òà
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Ìàë. 1.51.

ôóíêöiÿìè ðiçíîãî âèäó. Ïî ñóòi, êâàçiîäíîçíà÷íi âiäíîøåííÿ ¹
òèì äæåðåëîì, ç ÿêîãî âèíèêàþòü ÿê åêâiâàëåíòíîñòi, òàê
i ôóíêöi¨. I â öüîìó íàñ ïåðåêîíóþòü, ÿêùî âäóìàòèñÿ, íàâåäåíi
âèùå ìàëþíêè (ïðîàíàëiçóéòå ¨õ ñàìîñòiéíî).

18. Çàóâàæåííÿ. Â äàíié òåìi çîâñiì íå ðîçãëÿäàëèñÿ ïèòàí-
íÿ, ïîâ'ÿçàíi ç êîìáiíàòîðíèìè çàäà÷àìè äëÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü.
Òîìó âèíîñèìî ¨õ íà ñàìîñòiéíå îïðàöþâàííÿ. Ðîçâ'ÿçàííÿ àáî
âiäïîâiäi äëÿ ðÿäó çàäà÷ âiäîìi. Çàãàëüíå ôîðìóëþâàííÿ çà�
äà÷ òàêîãî òèïó òàêå, íàïðèêëàä:

”
Ñêiëüêè áiíàðíèõ âiäíîøåíü

ïåâíîãî òèïó iñíó¹ íà ìíîæèíi, ÿêà ìà¹ n åëåìåíòiâ?“
Îñü âiäïîâiäü äî îäíi¹¨ ç íèõ:

”
Çíàéòè ÷èñëî r âñiõ ïîâíèõ

ôóíêöié âèäó f ⊂ X × Y , ÿêùî ìíîæèíà X ìiñòèòü n åëåìåíòiâ, à
ìíîæèíà Y � m åëåìåíòiâ“. Âiäïîâiäü: r = mn.

Âiäìiòèìî, ùî ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ íàâiòü êîðèñíå ç òàêî¨
òî÷êè çîðó, ùî êðàùå óñâiäîìëþ¹òüñÿ áóäîâà âiäíîøåíü òîãî ÷è
iíøîãî òèïó.

5.8 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. ×îìó â ìàòåìàòèöi âèâ÷àþòü âëàñòèâîñòi îá'¹êòiâ òà çâ'ÿçêè
ìiæ íèìè ç òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ òî÷êè çîðó?
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2. Ùî îçíà÷à¹ âèâ÷àòè ïåâíó âëàñòèâiñòü îá'¹êòiâ ç òåîðåòèêî-
ìíîæèííî¨ òî÷êè çîðó? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

3. Ùî îçíà÷à¹ âèâ÷àòè áiíàðíèé çâ'ÿçîê ìiæ åëåìåíòàìè äâîõ
ìíîæèí ç òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ òî÷êè çîðó?

4. Ùî òàêå áiíàðíå âiäíîøåííÿ?

5. Ùî òàêå n-àðíå âiäíîøåííÿ?

6. ßêi áiíàðíi âiäíîøåííÿ íàçèâàþòüñÿ îäíîðiäíèìè, íåîäíîði-
äíèìè?

7. Íàâåäiòü ïðèêëàäè áiíàðíèõ âiäíîøåíü ç àëãåáðè, ç ãåîìåòði¨.

8. Ùî òàêå çðiç áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ïî åëåìåíòó?

9. Ùî òàêå çðiç áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ïî ïiäìíîæèíi?

10. Íàâåäiòü ïðèêëàäè çðiçiâ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ïî åëåìåíòó,
ïî ïiäìíîæèíi.

11. Äàéòå ñèìâîëi÷íi çàïèñè îçíà÷åíü çðiçiâ áiíàðíîãî âiäíîøåí-
íÿ ïî åëåìåíòó, ïî ïiäìíîæèíi.

12. Ùî òàêå ïåðøà ïðîåêöiÿ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ? Íàâåäiòü ñèì-
âîëi÷íèé çàïèñ îçíà÷åííÿ ïåðøî¨ ïðîåêöi¨.

13. Ùî òàêå äðóãà ïðîåêöiÿ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ? Íàâåäiòü ñèì-
âîëi÷íèé çàïèñ ¨¨ îçíà÷åííÿ.

14. ßê ïî-iíøîìó íàçèâàþòü ïðîåêöi¨ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ?

15. Íàâåäiòü ïðèêëàäè áiíàðíèõ âiäíîøåíü òà âêàæiòü âiäïîâiäíi
¨ì ïðîåêöi¨.

16. ßêå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì? ßê öå ìîæíà
âèðàçàòè íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi?

17. ßêå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíî ïîâíèì? ßê öå
ìîæíà âèðàçèòè íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi?

18. ßê ïî-iíøîìó ìîæíà íàçâàòè ïîâíi, îáåðíåíî ïîâíi áiíàðíi
âiäíîøåííÿ?
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19. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïîâíèõ, îáåðíåíî ïîâíèõ áiíàðíèõ âiäíî-
øåíü.

20. Âêàæiòü îäíó iç âàæëèâèõ çàñëóã Áóðáàêi, ÿêà áóëà çàïî÷à-
òêîâàíà íèìè ïðè âèêëàäåííi îñíîâ ìàòåìàòèêè.

21. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ñïîñiá çàäàííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ïåðåëiêîì
ïàð òà êîëè âií çäiéñíèìèé? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè

22. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ñïîñiá çîáðàæåííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìîâi
äiàãðàì? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

23. Âêàæiòü íà êîíêðåòíié äiàãðàìi ïðè çîáðàæåííi áiíàðíîãî âiä-
íîøåííÿ éîãî ïðîåêöi¨, çðiçè òà ïîÿñíiòü âiäïîâiäíiñòü âæèâà-
ííÿ íàçâ

”
ïðîåêöi¨“,

”
çðiç“ âiäïîâiäíèì çîáðàæåííÿì ¨õ íà

äiàãðàìi.

24. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ñïîñiá çàäàííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ó âèãëÿäi
ìàòðèöü? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.

25. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ òàáëè÷íèé ñïîñiá çàäàííÿ áiíàðíîãî âiäíîøå-
ííÿ òà êîëè âií çäiéñíèìèé? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

26. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ãðàôi÷íèé ñïîñiá çîáðàæåííÿ íåîäíîðiäíîãî
áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðè-
êëàäi.

27. Ùî òàêå ãðàô îäíîðiäíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ òà êîëè éî-
ãî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðè-
êëàäi.

28. Ùî òàêå ãðàôiê áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ, çàäàíîãî íà ÷èñëîâié
ìíîæèíi? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.

29. Ùî îçíà÷à¹ çàäàòè áiíàðíå âiäíîøåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ
âëàñòèâiñòþ? Ùî âèñòóïà¹ â ðîëi òàêî¨ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ âëà-
ñòèâîñòi? Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäi.

30. ßê ïîÿñíèòè, ùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ ¹ íå ùî iíøå ÿê îáëàñòü
iñòèííîñòi äåÿêîãî äâîìiñíîãî ïðåäèêàòà?

31. ×îìó ðiâíîñèëüíi äâîìiñíi ïðåäèêàòè çàäàþòü îäíå i òå æ ñàìå
áiíàðíå âiäíîøåííÿ? Ïîÿñíiòü íà ïðèêëàäi.
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32. ßêi âiäíîøåííÿ íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè ìiæ ñîáîþ? Çàïèøiòü
îçíà÷åííÿ ¨õ ðiâíîñòi ñèìâîëi÷íî.

33. Äàéòå îçíà÷åííÿ âêëþ÷åííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü; íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

34. ßêi Âè çíà¹òå òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ íàä áiíàðíèìè
âiäíîøåííÿìè? Ïðîiëþñòðóéòå ¨õ íà äiàãðàìàõ.

35. Ùî òàêå ïåðåòèí áiíàðíèõ âiäíîøåíü? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i
ïðèêëàäè.

36. Ùî òàêå îá'¹äíàííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü? Íàâåäiòü iëþñòðóþ-
÷i ïðèêëàäè.

37. Ùî òàêå äîïîâíåííÿ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ? Íàâåäiòü iëþ-
ñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

38. Ùî òàêå ðiçíèöÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i
ïðèêëàäè.

39. Ùî òàêå ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü? Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

40. ßêèé çâ'ÿçîê iñíó¹ ìiæ ðiâíiñòþ âiäíîøåíü òà ¨õ âêëþ÷åííÿì?

41. Ùî òàêå îáåðòàííÿ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ, îáåðíåíå âiäíîøå-
ííÿ äî äàíîãî? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

42. Ùî òàêå êîìïîçèöiÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü? Ïðîiëþñòðóéòå íà
ïðèêëàäàõ. ßêi Âè çíà¹òå ùå iíøi íàçâè äëÿ êîìïîçèöi¨?

43. Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäi âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi ρ◦ϕ 6= ϕ◦ρ
ïðè ìíîæåííi áiíàðíèõ âiäíîøåíü ρ, ϕ.

44. Ïîÿñíiòü, ÿê ìîæíà çâåñòè äîâiëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ äî
îäíîðiäíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ.

45. Ïîÿñíiòü, äî ÿêèõ äié íàä ìàòðèöÿìè çâîäÿòüñÿ âiäïîâiäíi
îïåðàöi¨ íàä âiäíîøåííÿìè, çàäàíèìè â ìàòðè÷íié ôîðìi.

46. Ïåðåëi÷iòü äåÿêi iç ñïiââiäíîøåíü, ùî ìàþòü ìiñöå äëÿ îïå-
ðàöié íàä áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè, òà äîâåäiòü ¨õ ñïðàâåäëè-
âiñòü.
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47. Ïåðåëi÷iòü äåÿêi iç ñïiââiäíîøåíü, ùî ìàþòü ìiñöå äëÿ çðiçiâ i
ïðîåêöié áiíàðíèõ âiäíîøåíü òà ðîçêðèâàþòü ¨õ âçà¹ìîçâ'ÿçêè
ç îïåðàöiÿìè íàä âiäíîøåííÿìè; äîâåäiòü ¨õ ñïðàâåäëèâiñòü.

48. Äàéòå îçíà÷åííÿ ïîðîæíüoãî òà óíiâåðñàëüíîãî áiíàðíèõ âiä-
íîøåíü òà çàïèøiòü ¨õ ñèìâîëi÷íî.

49. ×îìó ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ íàçèâàþòü
”
íàéìåíøèì“, à óíiâåð-

ñàëüíå �
”
íàéáiëüøèì“?

50. Çíàéòè êiëüêiñòü âñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi ç n åëåìåíòiâ.

51. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i
ïðèêëàäè.

52. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíî ïîâíèì? Íàâåäiòü iëþ-
ñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

53. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâàþòü åôåêòèâíèì? Íàâåäiòü iëþñòðóþ-
÷i ïðèêëàäè.

54. Ùî òàêå îá'¹äíàíà ïðîåêöiÿ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ? Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

55. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì ñþð'¹êòèâíèì âiäíîøåí-
íÿì? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

56. ßê çàïèñàòè íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi òå, ùî áiíàðíå âiäíîøå-
ííÿ:

à) ïîâíå;

á) îáåðíåíî ïîâíå;

â) åôåêòèâíå;

ã) ïîâíå ñþð'¹êòèâíå?

57. ßêi Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ:

à)ïîâíèìè i îáåðíåíî ïîâíèìè âiäíîøåííÿìè;

á) åôåêòèâíèìè òà îáåðíåíèìè äî íèõ âiäíîøåííÿìè?

58. Äîâåäiòü, ùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ åôåêòèâíå òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè éîãî îá'¹äíàííÿ ç îáåðíåíèì äî íüîãî âiäíîøåííÿì ¹
ïîâíèì ñþð'¹êòèâíèì âiäíîøåííÿì.
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59. Ïðîiëþñòðóéòå íà äiàãðàìàõ ïîâíi, îáåðíåíî ïîâíi, åôåêòèâíi,
ïîâíi ñþð'¹êòèâíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ.

60. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíèì? Íàâåäiòü iëþñòðó-
þ÷i ïðèêëàäè.

61. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíèì? Íàâåäiòü iëþñòðó-
þ÷i ïðèêëàäè.

62. Ïðîiëþñòðóéòå íà äiàãðàìàõ ïðÿìîêóòíi òà êâàäðàòíi áiíàðíi
âiäíîøåííÿ.

63. ßêi Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ ïðÿìîêóòíèìè, êâàäðàòíè-
ìè, ïîâíèìè, îáåðíåíî ïîâíèìè, åôåêòèâíèìè òà ïîâíèìè
ñþð'¹êòèâíèìè âiäíîøåííÿìè?

64. Âêàæiòü îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà çíà÷åíü äëÿ ïðÿìîêóòíèõ i
êâàäðàòíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü.

65. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ:

à) ÷àñòêîâî òîòîæíèì;

á) òîòîæíèì íà çàäàíié ìíîæèíi?

Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

66. Äàéòå îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî òîòîæíîãî âiäíîøåííÿ çà äîïîìî-
ãîþ òîòîæíîãî âiäíîøåííÿ íà çàäàíié ìíîæèíi.

67. Âñòàíîâiòü âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ îïåðàöiÿìè íàä ÷àñòêîâî òîòî-
æíèìè âiäíîøåííÿìè òà âiäïîâiäíèìè îïåðàöiÿìè íàä ¨õ ïðî-
åêöiÿìè.

68. ßêèé âèãëÿä ìàþòü çîáðàæåííÿ íà äiàãðàìàõ ÷àñòêîâî òîòî-
æíèõ âiäíîøåíü?

69. Äàéòå îçíà÷åííÿ ðåôëåêñèâíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ òà ïðî-
iëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

70. Äàéòå îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíîãî áiíàðíîãî âiäíîøå-
ííÿ òà ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

71. Äàéòå îçíà÷åííÿ iððåôëåêñèâíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ òà
ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.
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72. ßêèé âèãëÿä ìàþòü çîáðàæåííÿ íà äiàãðàìàõ ðåôëåêñèâíèõ,
÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíèõ, iððåôëåêñèâíèõ âiäíîøåíü?

73. ßêi Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ ðåôëåêñèâíèìè, ÷àñòêîâî
ðåôëåêñèâíèìè, iððåôëåêñèâíèìè áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè?

74. Âêàæiòü
”
íàéìåíøå“,

”
íàéáiëüøå“ ðåôëåêñèâíå, ÷àñòêîâî ðå-

ôëåêñèâíå, iððåôëåêñèâíå áiíàðíi âiäíîøåííÿ íà çàäàíié ìíî-
æèíi.

75. Âèÿñíiòü, ïðè ÿêèõ îïåðàöiÿõ çáåðiãà¹òüñÿ ðåôëåêñèâíiñòü, ið-
ðåôëåêñèâíiñòü áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà çàäàíié ìíîæèíi.

76. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì? Ïðîiëþñòðóéòå íà
êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

77. Äàéòå îçíà÷åííÿ àñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ òà ïðîiëþñòðóé-
òå íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

78. Äàéòå îçíà÷åííÿ àíòèñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ òà ïðîiëþ-
ñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

79. ßêèé âèãëÿä ìàþòü îçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íîãî, àñèìåòðè÷íîãî
òà àíòèñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ íà ìîâi ñàìèõ âiäíîøåíü òà
íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi?

80. ßêi Âè çíà¹òå ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ñè-
ìåòðè÷íîñòi áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ?

81. ßêi Âè çíà¹òå ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ àñè-
ìåòðè÷íîñòi áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ?

82. ßêi Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ ñèìåòðè÷íèìè, àñèìåòðè-
÷íèìè òà àíòèñèìåòðè÷íèìè áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè?

83. Âêàæiòü
”
íàéìåíøå“,

”
íàéáiëüøå“ ñèìåòðè÷íå, àñèìåòðè÷íå

áiíàðíi âiäíîøåííÿ íà çàäàíié ìíîæèíi.

84. ßêèé âèãëÿä ìàþòü íà äiàãðàìàõ çîáðàæåíÿ ñèìåòðè÷íèõ,
àñèìåòðè÷íèõ, àíòèñèìåòðè÷íèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü?
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85. Âèÿñíiòü, ïðè ÿêèõ îïåðàöiÿõ çáåðiãà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íiñòü, àñè-
ìåòðè÷íiñòü, àíòèñèìåòðè÷íiñòü áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà çàäà-
íié ìíîæèíi.

86. Äàéòå îçíà÷åííÿ òðàíçèòèâíîãî âiäíîøåííÿ íà åëåìåíòàðíî-
ìó ðiâíi òà íà ìîâi âiäíîøåííÿ; ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

87. Äàéòå îçíà÷åííÿ iíòðàíçèòèâíîãî âiäíîøåííÿ íà åëåìåíòàð-
íîìó ðiâíi òà íà ìîâi âiäíîøåííÿ; ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëà-
äàõ.

88. Âêàæiòü
”
íàéìåíøå“,

”
íàéáiëüøå“ òðàíçèòèâíå áiíàðíå âiä-

íîøåííÿ íà çàäàíié ìíîæèíi.

89. Äîâåäiòü, ùî âiäíîøåííÿ ϕ =
⋃
n∈N

ρn, äå ρ ⊂M×M � äîâiëüíå

âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M , òðàíçèòèâíå íà öié ìíîæèíi.

90. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí òðàíçèòèâíèõ, âiäíîøåíü íà çàäàíié
ìíîæèíi ¹ òðàíçèòèâíèì âiäíîøåííÿì íà öié ìíîæèíi. Ç'ÿ-
ñóâàòè, ÷è âèêîíó¹òüñÿ òàêà âëàñòèâiñòü äëÿ iíòðàíçèòèâíèõ
âiäíîøåíü.

91. ×è ìîæå âiäíîøåííÿ áóòè îäíî÷àñíî òðàíçèòèâíèì òà iíòðàí-
çèòèâíèì? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

92. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíèì? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîí-
êðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

93. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî çâ'ÿçíèì? Ïðîiëþ-
ñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

94. Âèÿñíiòü, ïðè ÿêèõ îïåðàöiÿõ çáåðiãà¹òüñÿ çâ'ÿçíiñòü,÷àñòêîâà
çâ'ÿçíiñòü áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà çàäàíié ìíîæèíi.

95. ßêèé âèãëÿä ìàþòü íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ çâ'ÿçíèõ, ÷àñ-
òêîâî çâ'ÿçíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü?

96. Ùî òàêå åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi? Ïðîiëþñòðóéòå êîíêðå-
òíèìè ïðèêëàäàìè.

97. ßêi ïîçíà÷åííÿ âæèâàþòüñÿ äëÿ åêâiâàëåíòíîñòi?
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98. ×îìó ââàæàþòü, ùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ óçàãàëüíå-
ííÿì ïîíÿòòÿ ðiâíîñòi íà ìíîæèíi ïåâíèõ îá'¹êòiâ? Ïîÿñíiòü
íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

99. Äàéòå îçíà÷åííÿ ðîçáèòòÿ ìíîæèíè íà êëàñè òà íàâåäiòü iëþ-
ñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

100. Ùî òàêå êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ç ïåâíèì ïðåäñòàâíèêîì? Ïðî-
iëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

101. Ùî òàêå ôàêòîð-ìíîæèíà ïî çàäàíié åêâiâàëåíòíîñòi òà ÿê
âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

102. Ñôîðìóëþéòå ïðÿìó i îáåðíåíó òåîðåìó ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê
ìiæ åêâiâàëåíòíîñòÿìè òà ðîçáèòòÿìè ìíîæèíè íà êëàñè.

103. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âêàçàíi âèùå äâi òåîðåìè ðîçêðèâàþòü áóäîâó
åêâiâàëåíòíîñòi. Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ öþ áóäîâó.

104. ßêèé âèãëÿä ìà¹ íà äiàãðàìi çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi?

105. ßê ïîÿñíèòè, ùî ìiæ åêâiâàëåíòíîñòÿìè ìíîæèíè òà ðîçáè-
òòÿìè öi¹¨ ìíîæèíè âñòàíîâëþ¹òüñÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiä-
ïîâiäíiñòü? ×èì êîðèñíà òàêà âiäïîâiäíiñòü íà ïðàêòèöi?

106. Ïîÿñíiòü íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi, ÿê ââåäåííÿ ïåâíî¨ åêâiâà-
ëåíòíîñòi íà ìíîæèíi äîïîìàãà¹ êðàùå àíàëiçóâàòè öþ ìíî-
æèíó.

107. Ïîÿñíiòü íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ, ÿê, âæèâàþ÷è òå ÷è iíøå
ïîíÿòòÿ, ìè çàâæäè âèêîðèñòîâó¹ìî êëàñ ïî ïåâíié åêâiâàëåí-
òíîñòi íà äåÿêié ìíîæèíi.

108. Ùî ñîáîþ ïðåäñòàâëÿþòü
”
íàéìåíøà“ òà

”
íàéáiëü-

øà“ åêâiâàëåíòíîñòi íà çàäàíié ìíîæèíi?

109. ßêó ìàêñèìàëüíó òà ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü êëàñiâ ìîæå ìàòè
ôàêòîð-ìíîæèíà ïî ïåâíié åêâiâàëåíòíîñòi íà çàäàíié ìíîæè-
íi?

110. Äîâåñòè, ùî ïåðåòèí åêâiâàëåíòíîñòåé íà ìíîæèíi ¹ åêâiâà-
ëåíòíiñòþ íà öié ìíîæèíi.
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111. Âêàçàòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùîá:

à) îá'¹äíàííÿ;

á) êîìïîçèöiÿ

åêâiâàëåíòíîñòåé íà çàäàíié ìíîæèíi áóëà åêâiâàëåíòíiñòþ íà
öié ìíîæèíi.

112. Äàéòå îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi òà
ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

113. Äîâåäiòü, ùî ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíà
íà çàäàíié ìíîæèíi.

114. Ñôîðìóëþéòå êðèòåði¨ òîãî, ùîá ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü íà
ìíîæèíi áóëà åêâiâàëåíòíiñòþ íà öié ìíîæèíi.

115. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí ÷àñòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé íà ìíîæèíi
¹ ÷àñòêîâîþ åêâiâàëåíòíiñòþ íà öié ìíîæèíi.

116. Âñòàíîâiòü êðèòåði¨ òîãî, ùîá:

à) îá'¹äíàííÿ;

á) êîìïîçèöiÿ (÷àñòêîâèõ) åêâiâàëåíòíîñòåé íà ìíîæèíi áóëà
(÷àñòêîâîþ) åêâiâàëåíòíiñòþ íà öié ìíîæèíi.

117. Âêàæiòü
”
íàéìåíøó“ i

”
íàéáiëüøó“ ÷àñòêîâi åêâiâàëåíòíîñòi

íà çàäàíié ìíîæèíi òà âêàæiòü
”
íàéìåíøó“ i

”
íàéáiëüøó“

åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ìiñòÿòü çàäàíó ÷àñòêîâó åêâiâàëåíòíiñòü.

118. ßêèé âèãëÿä ìà¹ íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî¨ åêâiâà-
ëåíòíîñòi?

119. ×è ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ôàêòîð-ìíîæèíè äëÿ ÷àñòêîâî¨
åêâiâàëåíòíîñòi?

120. ×è ìàòèìóòü ìiñöå àíàëîãè òåîðåìè ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ
åêâiâàëåíòíîñòÿìè òà ðîçáèòòÿìè ìíîæèíè ó âèïàäêó ÷àñòêî-
âèõ åêâiâàëåíòíîñòåé íà ìíîæèíi?

121. Äàéòå îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî¨ êâàçiåêâiâàëåíòíîñòi (÷àñòêîâî¨
òîëåðàíòíîñòi) òà ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.
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122. Äàéòå îçíà÷åííÿ òîëåðàíòíîñòi òà ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðå-
òíèõ ïðèêëàäàõ.

123. ßêèé âèãëÿä ìàþòü ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêèìè äà¹òüñÿ îçíà÷åííÿ
÷àñòêîâî¨ òîëåðàíòíîñòi?

124. ßêi Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçêè ÷àñòêîâî¨ òîëåðàíòíîñòi ç òîëå-
ðàíòíiñòþ?

125. ßêi Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçêè ÷àñòêîâî¨ òîëåðàíòíîñòi òà òîëå-
ðàíòíîñòi ç ÷àñòêîâîþ åêâiâàëåíòíiñòþ òà åêâiâàëåíòíiñòþ?

126. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí, îá'¹äíàííÿ (÷àñòêîâèõ) òîëåðàíòíîñòåé
íà çàäàíié ìíîæèíi ¹ (÷àñòêîâîþ) òîëåðàíòíiñòþ íà öié ìíî-
æèíi.

127. Âêàæiòü
”
íàéìåíøó“,

”
íàéáiëüøó“(÷àñòêîâó) òîëåðàíòíiñòü

íà çàäàíié ìíîæèíi.

128. ßêèé âèãëÿä ìàþòü íà äiàãðàìàõ çîáðàæåííÿ òîëåðàíòíîñòi,
÷àñòêîâî¨ òîëåðàíòíîñòi?

129. Ç ÿêîþ ìåòîþ ââîäÿòüñÿ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêiâ íà òèõ ÷è iíøèõ
ìíîæèíàõ? ×èì âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ âiä åêâiâàëåíòíîñòi?

130. Äàéòå îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó (ïðåäïîðÿäêó) íà ìîâi âiäíîøåíü
òà íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi.

131. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãèì ïîðÿäêîì íà ìíîæèíi?
Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

132. ßêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ íåñòðîãèì ïîðÿäêîì íà ìíîæè-
íi? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

133. Âêàæiòü âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ñòðîãèì i íåñòðîãèì ïîðÿäêàìè
íà ìíîæèíi.

134. Íàâåäiòü ðiçíi îçíà÷åííÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêó òà äîâåäiòü ¨õ ðiâ-
íîñèëüíiñòü ìiæ ñîáîþ.

135. Äàéòå îçíà÷åííÿ ñòðîãîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó òà ïðîiëþñòðóé-
òå íà ïðèêëàäàõ.
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136. Äàéòå îçíà÷åííÿ íåñòðîãîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó òà ïðîiëþ-
ñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

137. Äàéòå îçíà÷åííÿ ñòðîãîãî íåëiíiéíîãî (÷àñòêîâîãî) ïîðÿäêó
òà ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

138. Äàéòå îçíà÷åííÿ íåñòðîãîãî íåëiíiéíîãî (÷àñòêîâîãî) ïîðÿäêó
òà ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

139. Äîâåäiòü, ùî îáåðíåíå âiäíîøåííÿ äî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó
ïåâíîãî âèäó ¹ ïîðÿäêîì òîãî æ ñàìîãî âèäó íà òié æå ìíî-
æèíi.

140. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí ïîðÿäêiâ ïåâíîãî âèäó ¹ ïîðÿäêîì òîãî
æ ñàìîãî âèäó íà òié æå ìíîæèíi (áåç âðàõóâàííÿ ¨õ ëiíiéíî-
ñòi).

141. ßêà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ? Íàâåäiòü iëþñòðó-
þ÷i ïðèêëàäè.

142. Ùî òàêå îáìåæåííÿ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè? Íàâåäiòü iëþ-
ñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

143. Äîâåäiòü, ùî âèä ïîðÿäêó íà îáìåæåííi âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè çáåðiãà¹òüñÿ?

144. Ùî òàêå ìàæîðàíòà, ìiíîðàíòà ïiäìíîæèíè âïîðÿäêîâàíî¨
ìíîæèíè? Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

145. ßêèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèì åëåìåíòîì ïiäìíîæè-
íè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäàõ.

146. ßêèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì åëåìåíòîì ïiäìíîæè-
íè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäàõ.

147. ×è ìîæëèâèé òàêèé âèïàäîê, êîëè íàéáiëüøèé åëåìåíò ñïiâ-
ïàäà¹ ç íàéìåíøèì åëåìåíòîì ïiäìíîæèíè âïîðÿäêîâàíî¨
ìíîæèíè?
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148. ßêèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ âåðõíüîþ ãðàííþ ïiäìíî-
æèíè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäàõ.

149. ßêèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ ïiäìíî-
æèíè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäàõ.

150. ßêèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì ïiäìíî-
æèíè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäàõ.

151. ßêèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì åëåìåíòîì ïiäìíîæè-
íè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäàõ.

152. ßêi Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ:

à) ìàêñèìàëüíèìè åëåìåíòàìè, íàéáiëüøèìè åëåìåíòàìè, òî-
÷íèìè âåðõíiìè ãðàíÿìè;

á) ìiíiìàëüíèìè åëåìåíòàìè, íàéìåíøèìè åëåìåíòàìè, òî-
÷íèìè íèæíiìè ãðàíÿìè

ïiäìíîæèíè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè?

153. Ñêiëüêè äàíà ïiäìíîæèíà âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ìîæå ìà-
òè:

à)ìàêñèìàëüíèõ i ìiíiìàëüíèõ åëåìåíòiâ;

á) íàéáiëüøèõ i íàéìåíøèõ åëåìåíòiâ;

â) òî÷íèõ âåðõíiõ ãðàíåé, òî÷íèõ íèæíiõ ãðàíåé?

Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

154. Äàéòå îçíà÷åííÿ:

à) iíòåðâàëà;

á) âiäðiçêà;

â) íàïiââiäðiçêà

íà âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi òà ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäàõ.
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155. ßêi åëåìåíòè íà ìíîæèíi íàçèâàþòüñÿ ñóñiäíiìè? Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

156. Ùî òàêå äiàãðàìà Õàññå òà ÿê âîíà áóäó¹òüñÿ?

157. Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi ïîáóäîâó äiàãðàìè
Õàññå òà âèÿñíiòü íà íié îñíîâíi åëåìåíòè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè.

158. ×îìó ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó iíîäi íàçèâàþòü ëàíöþ-
ãîì? Êîëè öåé ëàíöþã ìà¹ ïî÷àòîê àáî êiíåöü?

159. ßêà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ? Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

160. ßêi âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè âîëîäiþòü óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi?

161. ×îìó äî öiëêîì âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ìîæíà çàñòîñîâóâà-
òè iíäóêöiþ, ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äëÿ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

162. Ùî òàêå ìàæîðàíòíà, ìiíîðàíòíà ðåøiòêè? Íàâåäiòü iëþñòðó-
þ÷i ïðèêëàäè.

163. Ùî òàêå ðåøiòêà? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

164. ×îìó ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ¹ ðåøiòêîþ?

165. ßêèé âèãëÿä ìà¹ äiàãðàìà Õàññå äëÿ ðåøiòêè?

166. Ùî òàêå ïîâíà ìàæîðàíòíà ðåøiòêà? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i
ïðèêëàäè.

167. Ùî òàêå ïîâíà ìiíîðàíòíà ðåøiòêà? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i
ïðèêëàäè.

168. Ùî òàêå ïîâíà ðåøiòêà? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

169. ßêèé Âè çíà¹òå çâ'ÿçîê ðåøiòîê ç ïîâíèìè ðåøiòêàìè?

170. Âêàæiòü êðèòåðié òîãî, ùîá ðåøiòêà áóëà ïîâíîþ ðåøiòêîþ.

171. Ùî òàêå êâàçiïîðÿäîê íà ìíîæèíi? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðè-
êëàäè.
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172. ßêi Âè çíà¹òå âçà¹ìîçâ'ÿçêè êâàçiïîðÿäêiâ ç ïîðÿäêàìè òà
åêâiâàëåíòíîñòÿìè?

173. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí êâàçiïîðÿäêiâ íà ìíîæèíi ¹ êâàçiïîðÿä-
êîì íà öié æå ìíîæèíi.

174. Ñôîðìóëþéòå êðèòåði¨ òîãî, ùîá êâàçiïîðÿäîê íà ìíîæèíi
áóâ:

à)íåñòðîãèì ïîðÿäêîì;

á) åêâiâàëåíòíiñòþ

íà öié æå ìíîæèíi òà äîâåäiòü ¨õ.

175. Äîâåäiòü òåîðåìó ïðî
”
ïåðåðîñòàííÿ“ êâàçiïîðÿäêó ρ ⊂M ×

×M â ïîðÿäîê ωρ = {(ερ〈a〉, ερ〈b〉)|(a; b) ∈ ρ}, äå ερ = ρ ∩ ρ−1,
íà ôàêòîð-ìíîæèíi M/ερ.

176. Ïîÿñíiòü íà ïðèêëàäàõ, ÷îìó êâàçiïîðÿäîê íà ìíîæèíi âêàçó¹
íà âíóòðiøíié âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ åêâiâàëåíòíîñòÿìè òà ïîðÿä-
êàìè.

177. Ùî òàêå êâàçiâïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà?

178. ßêèé êâàçiïîðÿäîê íà ìíîæèíi íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì? Íàâå-
äiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

179. ßêå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì äîìi-
íóâàííÿ? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

180. ßêi Âè çíà¹òå êðèòåði¨ òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi áóëî
äîìiíóâàííÿì íà öié ìíîæèíi? Äîâåäiòü ¨õ ñïðàâåäëèâiñòü.

181. ßêå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi-
¹þ? Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

182. Ùî òàêå îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöi¨, òà ÿê
âîíè ïîçíà÷àþòüñÿ? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

183. Äàéòå îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà ìîâi çðiçiâ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ.

184. ßêi ïîçíà÷åííÿ òà íàçâè âèêîðèñòîâóþòü ïðè ðîçãëÿäi ôóí-
êöié?
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185. Äàéòå îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ôóíêöié íà ìîâi ïàð âiäíîøåííÿ àáî
íà ìîâi çðiçiâ âiäíîøåííÿ.

186. Äàéòå îçíà÷åííÿ îáìåæåííÿ, ðîçøèðåííÿ ôóíêöié òà ïðîiëþ-
ñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

187. ßê çâ'ÿçàòè ïîíÿòòÿ ðiâíîñòi ôóíêöié ç ïîíÿòòÿìè ¨õ îáìå-
æåíü, ðîçøèðåíü? Âèðàçiòü öåé çâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ëîãi÷íî¨
åêâiâàëåíòíîñòi.

188. ßêi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ ïîâíèìè, ÷àñòêîâèìè? Íàâåäiòü iëþ-
ñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

189. Ùî òàêå ïîâíå, ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè? ßêi íàçâè
òà ïîçíà÷åííÿ âæèâàþòüñÿ ïðè öüîìó?

190. Äàéòå îçíà÷åííÿ ñþð'¹êöi¨ ìíîæèíè íà ìíîæèíó; ïðîiëþ-
ñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

191. ßê ïîÿñíèòè, ùî äîâiëüíó ôóíêöiþ ìîæíà ââàæàòè îäíî÷àñíî
i äåÿêîþ ñþð'¹êöi¹þ ïåâíî¨ ìíîæèíè íà ìíîæèíó?

192. Äàéòå îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî òà ïîâíîãî ïåðåòâîðåíü ìíîæè-
íè; íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

193. Íàãëÿäíî çîáðàçiòü ôóíêöiîíàëüíèé çâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ñòðiëîê
äëÿ:

à) íåïîâíî¨ ôóíêöi¨;

á)ïîâíî¨ ôóíêöi¨;

â) ñþð'¹êöi¨.

194. ×îìó áiíàðíå âiäíîøåííÿ çàãàëüíîãî âèäó iíîäi íàçèâàþòü áà-
ãàòîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ òà ÿê ç íüîãî ìîæíà óòâîðèòè âiäïî-
âiäíó ôóíêöiþ? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

195. ßê ââåñòè îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ?

196. ßê ââåñòè áiíàðíó îïåðàöiþ, ÷àñòêîâó îïåðàöiþ, âèêîðèñòàâ-
øè ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i ïðè-
êëàäè.
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197. ßêi Âè çíà¹òå ñïîñîáè çàäàííÿ òà çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨?

198. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ àíàëiòè÷íèé ñïîñiá çàäàííÿ ôóíêöi¨? Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

199. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ òàáëè÷íèé ñïîñiá çàäàííÿ ôóíêöi¨? Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

200. Ùî òàêå ÷èñëîâà ôóíêöiÿ? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäàõ.

201. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ãðàôi÷íèé ñïîñiá çàäàííÿ ÷èñëîâèõ ôóíêöié
òà ùî òàêå ãðàôiê ôóíêöié? Ïðîiëþñòðóéòå íà êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäàõ. Îõàðàêòåðèçóéòå ïåðåâàãè òà íåäîëiêè êîæíîãî
iç ñïîñîáiâ çàäàííÿ òà çîáðàæåííÿ ôóíêöié.

202. Îõàðàêòåðèçóéòå ïåðåâàãè òà íåäîëiêè êîæíîãî iç ñïîñîáiâ çà-
äàííÿ òà çîáðàæåííÿ ôóíêöié.

203. ßêi Âè ùå çíà¹òå ñïîñîáè çàäàííÿ ôóíêöié, êðiì ïåðåëi÷åíèõ
âèùå?

204. ßêå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíî îäíîçíà÷íèì?
Íàâåäiòü âiäïîâiäíå îçíà÷åííþ åëåìåíòàðíå ñïiââiäíîøåííÿ.
Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.

205. Äàéòå îçíà÷åííÿ ií'¹êòèâíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ íà ìî-
âi âiäíîøåíü òà íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi; íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i
ïðèêëàäè.

206. Äàéòå íàãëÿäíå çîáðàæåííÿ ií'¹êòèâíî¨ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi
ñòðiëîê, ùî ç'¹äíóþòü äåÿêi òî÷êè îáîõ ìíîæèí.

207. Íàâåäiòü ðiçíi íàçâè, ùî âæèâàþòüñÿ äëÿ ií'¹êòèâíèõ ôóí-
êöié.

208. Ùî òàêå ái¹êöiÿ ìiæ äâîìà ìíîæèíàìè? Íàâåäiòü iëþñòðóþ÷i
ïðèêëàäè.

209. Ïîÿñíiòü, ÷îìó äîâiëüíó ií'¹êòèâíó ôóíêöiþ ìîæíà ââàæàòè
îäíî÷àñíî i äåÿêîþ ái¹êöi¹þ ìiæ ïåâíèìè ìíîæèíàìè. Ïðî-
iëþñòðóéòå íà ïðèêëàäi.
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210. Äàéòå îçíà÷åííÿ ïiäñòàíîâêè íà ìíîæèíi òà ïðîiëþñòðóéòå
íà ïðèêëàäàõ.

211. ßêó îñîáëèâiñòü ìà¹ ãðàôiê îáîðîòíî¨ ÷èñëîâî¨ ôóíêöi¨? Ïðî-
iëþñòðóéòå íà âiäïîâiäíîìó ãðàôiêó.

212. Âêàæiòü çâ'ÿçîê ìiæ îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ òà çíà÷åíü äëÿ
âçà¹ìíî îáåðíåíèõ ôóíêöié òà ïðîiëþñòðóéòå éîãî íà ïðè-
êëàäàõ.

213. ßêi Âè çíà¹òå êðèòåði¨ òîãî, ùîá áiíàðíå âiäíîøåííÿ áóëî:

à) ôóíêöi¹þ;

á) îáåðíåíî îäíîçíà÷íèì;

â) ií'¹êöi¹þ;

ã) ái¹êöi¹þ;

ä) ïiäñòàíîâêîþ

íà ìîâi ñàìîãî âiäíîøåííÿ òà ÷àñòêîâî òîòîæíèõ âiäíîøåíü?
Äîâåäiòü äåÿêi ç íèõ.

214. Äîâåäiòü êðèòåði¨ òîãî, ùî îäíà iç ôóíêöié ¹ ïðîäîâæåííÿì
iíøî¨ ç íèõ íà ìîâi ñàìèõ ôóíêöié.

215. Äîâåäiòü êðèòåðié ñóìiñíîñòi ôóíêöié.

216. Äîâåäiòü êðèòåðié òîãî, ùî ïîâíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ iíâîëþöi¹þ.

217. Äîâåäiòü, ùî êîìïîçèöiÿ:

à) ôóíêöié ¹ ôóíêöi¹þ;

á) îáåðíåíî îäíîçíà÷íèõ âiäíîøåíü ¹ îáåðíåíî îäíîçíà÷íèì
âiäíîøåííÿì;

â) ií'¹êöié ¹ ií'¹êöi¹þ.

218. Äîâåäiòü êðèòåðié îäíîçíà÷íîñòi áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ íà ìî-
âi ïåðåòèíiâ çðiçiâ ïiäìíîæèí.

219. Äîâåäiòü êðèòåðié ií'¹êòèâíîñòi ôóíêöi¨ íà ìîâi ïåðåòèíiâ çði-
çiâ ïiäìíîæèí.

220. Ùî òàêå ÿäðî ôóíêöi¨? Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäàõ.
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221. Äîâåäiòü, ùî ÿäðî ôóíêöi¨ ¹ ÷àñòêîâîþ åêâiâàëåíòíiñòþ, à
ÿäðî ïîâíî¨ ôóíêöi¨ � åêâiâàëåíòíiñòþ ìíîæèíè, íà ÿêié çà-
äàíà ôóíêöiÿ.

222. Äîâåäiòü, ùî ÿäðî εf ôóíêöi¨ f âèðàæà¹òüñÿ òàêîþ ðiâíiñòþ:
εf = f−1 ◦ f .

223. ßê óòâîðþ¹òüñÿ ôàêòîð-ìíîæèíà ïî ÿäðó ôóíêöi¨? Ïðîiëþ-
ñòðóéòå íà ïðèêëàäi ñêií÷åííèõ ìíîæèí òà íà ñõåìàòè÷íîìó
ìàëþíêó.

224. Ïîÿñíiòü, ÿêèé âèãëÿä ìà¹ ÿäðî òà âiäïîâiäíà ôàêòîð-
ìíîæèíà äëÿ ií'¹êòèâíî¨ ôóíêöi¨.

225. Ùî òàêå êàíîíi÷íà (ïðèðîäíà) ñþð'¹êöiÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ çà-
äàíié ÷àñòêîâié åêâiâàëåíòíîñòi? ßê âîíà óòâîðþ¹òüñÿ? Ïî-
ÿñíiòü íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.

226. Äàéòå îçíà÷åííÿ äèôóíêöiîíàëüíîãî (êâàçiîäíîçíà÷íîãî) ái-
íàðíîãî âiäíîøåííÿ íà ìîâi çðiçiâ âiäíîøåííÿ.

227. Äîâåäiòü, ùî âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X × Y êâàçiîäíîçíà÷íå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ρ ◦ ρ−1 ◦ ρ = ρ.

228. Ïîÿñíiòü, ùî êâàçiîäíîçíà÷íi âiäíîøåííÿ ¹ óçàãàëüíåííÿì
÷àñòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé òà ôóíêöiîíàëüíèõ i îáåðíåíèõ
äî íèõ âiäíîøåíü.

229. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí äèôóíêöiîíàëüíèõ âiäíîøåíü ¹ äèôóí-
êöiîíàëüíå âiäíîøåííÿ.

230. Äîâåäiòü, ùî îáåðòàííÿ êâàçiîäíîçíà÷íîãî âiäíîøåííÿ çáåði-
ãà¹ éîãî êâàçiîäíîçíà÷íiñòü.

231. Âêàæiòü êðèòåðié òîãî, ùîá êâàçiîäíîçíà÷íå âiäíîøåííÿ áóëî
(÷àñòêîâîþ) åêâiâàëåíòíiñòþ, òà äîâåäiòü éîãî.

232. Äîâåäiòü êðèòåðié êâàçiîäíîçíà÷íîñòi áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ
íà ìîâi éîãî ÿäðà.
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233. Äîâåäiòü òåîðåìó, ÿêà ðîçêðèâà¹ áóäîâó êâàçiîäíîçíà÷íîãî
âiäíîøåííÿ ρ =

⋃
i∈I

(Xi × Yi) ÿê îá'¹äíàííÿ
”
ïðÿìîêóòíèêiâ“

(Xi × Yi) � äåêàðòîâèõ äîáóòêiâ, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ
ñîáîþ.

234. Äàéòå íàãëÿäíå çîáðàæåííÿ êâàçiîäíîçíà÷íîãî âiäíîøåííÿ íà
äiàãðàìi.

235. Äàíî: A = {1, 2, 3}; B = {1, 3, 5, 6}. Çàäàòè âiäíîøåííÿ
α, β, γ ⊂ A × B: à) ïåðåëiêîì ïàð; á) ãðàôi÷íî; â) ìàòðèöåþ,
ÿêùî

à) (x; y) ∈ α df⇐⇒ (x+ y)
...2;

á) (x; y) ∈ β df⇐⇒ x+ y = 4;

â) (x; y) ∈ γ df⇐⇒ x+ y 6 5.

Äëÿ êîæíîãî ç âiäíîøåíü âêàçàòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i
îáëàñòü çíà÷åíü.

236. Çàäàòè îäíîðiäíå âiäíîøåííÿ ρ =
”
x
...y“ íà ìíîæèíiM9: à) ïå-

ðåëiêîì ïàð; á) òàáëèöåþ; â) ãðàôiêîì; ã) ãðàôîì.

237. Áiíàðíi âiäíîøåííÿ çàäàíi ãðàôi÷íî (äèâ. ìàëþíîê 1.52 íà
ñòîðiíöi 280). Çàäàòè öi âiäíîøåííÿ ïðåäèêàòàìè.

238. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ρ1 ∪ ρ2, ρ2 ∪ ρ3, ρ1 ∩ ρ3, ρ1 \ ρ2 òà çàäàòè
¨õ ïðåäèêàòàìè, ÿêùî ρ1, ρ2, ρ3 � âiäíîøåííÿ ç âïðàâè 237.

Ìàë. 1.52.
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239. Íà ìíîæèíi M5 = {1, 2, 3, 4, 5} äàíî âiäíîøåí-
íÿ ρ1 = {(1; 2), (4; 2), (2; 2), (2; 3), (3; 4), (1; 5)}; ρ2 =
= {(4; 1), (3; 2), (2; 1), (5; 2)}. Çíàéòè ρ2 ◦ ρ1, ρ1 ◦ ρ2, ρ1 ◦ ρ1,
ρ2 ◦ ρ−1

1 , ρ2 ◦ ρ−1
2 òà çàïèñàòè ¨õ ïåðøi, äðóãi òà îá'¹äíàíi

ïðîåêöi¨.

240. Íà ìíîæèíi L ëþäåé çàäàíî ðîäèííi âiäíîøåííÿ:

(a; b) ∈ ρ1
df⇐⇒ a � ñèí b;

(a; b) ∈ ρ2
df⇐⇒ a � ìàòè b;

(a; b) ∈ ρ3
df⇐⇒ a � áàòüêî b.

Âèðàçèòè ÷åðåç öi âiäíîøåííÿ iíøi ðîäèííi âiäíîøåííÿ (íà-
ïðèêëàä, a � äiä b, a � áàáóñÿ b, a� áðàò b i ò.ï.).

241. Íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi çàäàíî êîëî ðàäióñà 5 ç öåíòðîì â
òî÷öi (2; 3) ÿê ãðàôiê áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ρ. Çàïèñàòè öå
âiäíîøåííÿ â àíàëiòè÷íié ôîðìi çà äîïîìîãîþ ïðåäèêàòà òà
çíàéòè çðiç ρ〈5〉, pr1ρ, pr2ρ, prρ.

242. Íåõàé ρ � âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi ÷èñåë íà ìíîæèíi M9. Ç'ÿ-
ñóâàòè, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ âiäíîøåííÿ ρ−1 ◦ ρ, ρ ◦ ρ−1,
(ρ ◦ ρ−1).

243. Çàäàíî âiäíîøåííÿ:

à) ρ = {(x; y)|x+ y 6 0} ⊂ Q×Q;

á) ρ = {(x; y)|3x 6 2y} ⊂ Q×Q,

äå Q � ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Çíàéòè pr1ρ, pr2ρ, ρ ◦ ρ,
ρ−1 ◦ ρ, ρ ◦ ρ−1.

244. Çíàéòè êiëüêiñòü âñiõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ρ ⊂ A×B, ÿêùî A
ìiñòèòü m åëåìåíòiâ, B � n åëåìåíòiâ.

245. * Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ ∗ äëÿ îäíîðiäíèõ

áiíàðíèõ âiäíîøåíü, ÿêùî ρ1 ∗ ρ2
df
= (ρ1 ◦ ρ2), äå ρ1, ρ2 ⊂ A ×

×A � äîâiëüíi îäíîðiäíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè
ìíîæèíè A.
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246. Íà ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë çàäàíî áiíàðíi âiäíîøåííÿ:

à) ρ1 = {(x; y)|y2 − x2 = 0};
á) ρ2 = {(x; y)|x2 + y2 6 4 ∧ xy > 0};
â) ρ3 = {(x; y)|x+ y 6 2 ∧ y 6 x ∧ 0 6 y}.
Çíàéòè ¨õ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà çíà÷åíü i ïîáóäóâàòè ¨õ ãðà-
ôiêè.

247. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü âèêîíóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ:

à) pr1(ϕ ◦ ρ) ⊂ pr1ρ;

á) pr2(ϕ ◦ ρ) ⊂ pr2ϕ;

â) pr1(ϕ ◦ ρ) = ˘ρ−1(pr1ϕ);

ã) pr2(ϕ ◦ ρ) = ϕ̆(pr2ρ),

äå ρ ⊂ A×B; ρ ⊂ B × C.

248. Äîñëiäèòè, ÿêèìè âiäîìèìè ç òåîði¨ áiíàðíèõ âiäíîøåíü âëà-
ñòèâîñòÿìè (ðåôëåêñèâíiñòü, ñèìåòðè÷íiñòü, äîñêîíàëiñòü òî-
ùî) âîëîäiþòü íàñòóïíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ:

à)
”
x � áàòüêî àáî ìàòè y“ íà ìíîæèíi L âñiõ ëþäåé;

á)
”
x 6 y“ íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë;

â)
”
x
...y“ íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë;

ã)
”
ðiçíèöÿ ÷èñåë x i y äiëèòüñÿ íà 4“ íà ìíîæèíi Z öiëèõ

÷èñåë;

ä)
”
x ⊥ y“ íà ìíîæèíi ïðÿìèõ íà ïëîùèíi;

å)
”
x ‖ y“ íà ìíîæèíi ïðÿìèõ íà ïëîùèíi;

¹)
”
x � áðàò y“ íà ìíîæèíi L âñiõ ëþäåé;

æ)
”
x ïðîæèâà¹ ç y“ â îäíîìó ãóðòîæèòêó íà ìíîæèíi âñiõ

ñòóäåíòiâ iíñòèòóòó;

ç)
”
x ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó ç y“ íà ìíîæèíi ïðÿìèõ íà ïëîùèíi;

è)
”
x âiäðiçíÿ¹òüñÿ îäíi¹þ áóêâîþ âiä y“ íà ìíîæèíi ñëiâ;

i)
”
x âàæ÷å çà y“ íà ìíîæèíi ñòóäåíòiâ ãðóïè;
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¨)
”
x âçà¹ìíî ïðîñòå ç y“ íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

é)
”
ïëîùà x ðiâíà ïëîùi y“ íà ìíîæèíi ìíîãîêóòíèêiâ íà

ïëîùèíi.

249. * Çíàéòè ÷èñëî âñiõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi Mn, ÿêi
ìàþòü âëàñòèâiñòü áóòè:

à) ïðÿìîêóòíèì;
á) êâàäðàòíèì;
â) ÷àñòêîâî òîòîæíèì;
ã) ïîâíèì;
ä) îáåðíåíî ïîâíèì;
å) ïîâíèì i ñþð'¹êòèâíèì;
¹) ñèìåòðè÷íèì;
æ) àñèìåòðè÷íèì;
ç) àíòèñèìåòðè÷íèì;
è) äîñêîíàëèì;
i) ÷àñòêîâî äîñêîíàëèì;

¨) ðåôëåêñèâíèì;
é) ÷àñòêîâî ðåôëåêñèâíèì;
ê) iððåôëåêñèâíèì;
ë) iíâîëþöi¹þ;
ì) òîëåðàíòíèì;
í) ÷àñòêîâî òîëåðàíòíèì;
î) ôóíêöiîíàëüíèì;
ï) îáåðíåíî ôóíêöiîíàëüíèì;
ð) ïîâíèì ïåðåòâîðåííÿìMn;
ñ) ií'¹êöi¹þ Mn;
ò) ïiäñòàíîâêîþ Mn.

250. * Äîñëiäèòè ìíîæèíó âñiõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíiM ,
ÿêi âîëîäiþòü îäíi¹þ ç âëàñòèâîñòåé, âiäìi÷åíèõ ó âïðàâi 249,
âiäíîñíî âiäîìèõ îïåðàöié íàä âiäíîøåííÿìè. Íàïðèêëàä, íå-
õàé R(M) � ìíîæèíà âñiõ ðåôëåêñèâíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü,
çàäàíèõ íà ìíîæèíi M , i íåõàé ρ1, ρ2 ⊂M ×M � ðåôëåêñèâ-
íi âiäíîøåííÿ íàM ; äîñëiäèòè, ïðè ÿêèõ óìîâàõ âiäíîøåííÿ:
ρ−1

1 , ρ1 ∩ ρ2, ρ1 ∪ ρ2, ρ1, ρ2 ◦ ρ1, ρ1 \ ρ2, ρ1 − ρ2 áóäóòü ðåôëå-
êñèâíèìè.

251. Íåõàé S(M) � ìíîæèíà âñiõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi,
ÿêi âîëîäiþòü îäíi¹þ ç âëàñòèâîñòåé, âiäìi÷åíèõ ó âïðàâi 249.
Âèÿñíèòè, ÷è ïåðåòèí (îá'¹äíàííÿ) äîâiëüíîãî ñiìåéñòâà âiä-
íîøåíü ç S(M) íàëåæèòü S(M). Ó âèïàäêó ïîçèòèâíî¨ âiäïî-
âiäi ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ iñíó¹
íàéìåíøå (íàéáiëüøå) âiäíîøåííÿ ç S(M), ÿêå ìiñòèòü (ìiñòè-
òüñÿ â) ρ, òà âèðàçèòè éîãî çà äîïîìîãîþ ρ ôîðìóëîþ.

252. * Íåõàé íà ìíîæèíi M çàäàíî áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ ⊂
⊂ M × M . Ââåäåìî íà ìíîæèíi P(M) âiäïîâiäíå ãëîáàëü�

íå âiäíîøåííÿ ρ̆
df
⊂ P(M) × P(M) çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi
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ρ̆
df
= {(X;Y )|X,Y ⊂ M ∧ Y = ρ̆(X)}. Äîñëiäèòè, ÷è çáåðiãà-

þòüñÿ âiäìi÷åíi ó âïðàâi 249 âëàñòèâîñòi áiíàðíèõ âiäíîøåíü
ïðè ïåðåõîäi äî ãëîáàëüíîãî âiäíîøåííÿ.

253. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàâåäåíèõ ó âïðàâi 248 âiäíîøåíü ¹:

à) òîëåðàíòíèìè;

á) ÷àñòêîâî òîëåðàíòíèìè;

â) åêâiâàëåíòíèìè;

ã) ÷àñòêîâî åêâiâàëåíòíèìè.

Ó âèïàäêó åêâiâàëåíòíèõ òà ÷àñòêîâî åêâiâàëåíòíèõ âiäíî-
øåíü îïèñàòè, ÿêîþ îòðèìó¹òüñÿ âiäïîâiäíà ôàêòîð-ìíîæèíà.

254. Íà ìíîæèíi N×N çàäàíî âiäíîøåííÿ ε ⊂ (N×N)× (N×N) çà

äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ (m;n) ≡ (k; l)(ε)
df⇐⇒ m+ l = n+k.

Ïîêàçàòè, ùî ε ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà N×N. Îïèñàòè, ùî ñîáîþ
ïðåäñòàâëÿþòü ε-êëàñè.

255. Íà ïëîùèíi ïðîâåäåíà ïðÿìà. Íà ÿêi òðè êëàñè ðîçáèâà¹òüñÿ
öi¹þ ïðÿìîþ ìíîæèíà âñiõ òî÷îê ïëîùèíè.

256. Íà ìíîæèíi M20 = {1, 2, ..., 20} çíàéòè êëàñè ðîçáèòòÿ òàêi,
ùîá â îäèí êëàñ ïîïàëè ÷èñëà ç îäíèì i òèì æå çàëèøêîì ïðè
¨õ äiëåííi íà 5. Ñêiëüêè îòðèìàëîñü êëàñiâ? ×è ïåðåòèíàþòüñÿ
âîíè ìiæ ñîáîþ?

257. Íàâåäiòü ïðèêëàäè âiäíîøåíü, ÿêi:

à) ðåôëåêñèâíi i òðàíçèòèâíi, àëå íå ñèìåòðè÷íi;

á) ñèìåòðè÷íi i òðàíçèòèâíi, àëå íå ðåôëåêñèâíi;

â) ðåôëåêñèâíi i ñèìåòðè÷íi, àëå íå òðàíçèòèâíi;

ã) ðåôëåêñèâíi i òðàíçèòèâíi, àëå íå àíòèñèìåòðè÷íi.

258. Äîâåñòè, ùî ïîâíå, ñèìåòðè÷íå i òðàíçèòèâíå âiäíîøåííÿ íà
ìíîæèíi M ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà M .

259. Äëÿ êîæíîãî ç íàñòóïíèõ âiäíîøåíü âèáðàòè ìíîæèíó, íà
ÿêié âîíî çàäàíî, òà ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ñåðåä íèõ: åêâiâàëåíòíîñòi,
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òîëåðàíòíîñòi, ïîðÿäêè, êâàçiïîðÿäêè, ÷àñòêîâi åêâiâàëåíòíî-
ñòi, ÷àñòêîâi ïîðÿäêè, ëiíiéíi ïîðÿäêè:

à)
”
òàêèé æå âèñîêèé, ÿê“;

á)
”
ïðîæèâà¹ â òîìó æ ìiñòi , ùî i“;

â)
”
â÷èòüñÿ â îäíié ãðóïi ç“;

ã)
”
ðiâíèé“;

ä)
”
ìåíøå çà“;

å)
”
íå âàæ÷èé çà“.

260. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà {{2, 7}; {1, 3, 4} ; {5, 6}} ¹ ðîçáèòòÿì
ìíîæèíè M7. Ïîáóäóâàòè ãðàôiê åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêà âiäïî-
âiäà¹ öüîìó ðîçáèòòþ.

261. ßêèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäiþòü íàñòóïíi âiäíîøåííÿ, çàäàíi
íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë:

à) {(x; y)||x| − |y| = 0};
á) {(x; y)|x 6 y + 2};
â) {(x; y)|y2 − x2 = 0};
ã) {(x; y)|y 6 x} ;
ä) {(x; y)|x2 + y2 = 4};
å) {(x; y)|x− y = y2 − x2};
¹) {(x; y)|x+ y 6 6};
æ) {(x; y)|y < x};
ç) {(x; y)|y 6= x};

è) {(x; y)|x
...y}?

262. Ç'ÿñóâàòè, ÷è óòâîðþ¹ ðîçáèòòÿ

à) ìíîæèíà ïiäìíîæèí âñiõ ðàöiîíàëüíèõ òà iððàöiîíàëüíèõ
÷èñåë ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë;

á) ìíîæèíà ïiäìíîæèí êâàäðàòiâ, ðîìáiâ, ïðÿìîêóòíèêiâ,
òðàïåöié ìíîæèíè âñiõ ÷îòèðèêóòíèêiâ ïëîùèíè;
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â) ìíîæèíà ïiäìíîæèí ðiâíîáåäðåíèõ, ðiâíîñòîðîííiõ, ïðÿìî-
êóòíèõ i ãîñòðîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ ìíîæèíè âñiõ òðèêóòíèêiâ
ïëîùèíè;

ã) ìíîæèíà âñiõ êóðñiâ ñòóäåíòiâ iíñòèòóòó.

263. Íåõàé ε1, ε2 ⊂ M ×M � åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi M . Äî-
âåñòè, ùî ε1 ⊂ ε2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç
òàêèõ óìîâ:

à) ε2 ◦ ε1 = ε2;

á) ε1 ◦ ε2 = ε2;

â) êîæåí ε2-êëàñ ¹ îá'¹äíàííÿì äåÿêèõ ε1-êëàñiâ.

264. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X × Y âèêîíóþ-
òüñÿ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

à) ρ−1 ◦ ρ ⊂ X ×X, ρ ◦ ρ−1 ⊂ Y ×Y � ÷àñòêîâi òîëåðàíòíîñòi;

á) ρ−1 ◦ ρ =
⋃
y∈Y

(ρ−1〈y〉 × ρ−1〈y〉); ρ ◦ ρ−1 =
⋃
x∈X

(ρ〈x〉 × ρ〈x〉).

265. * Äîñëiäèòè ìíîæèíó âñiõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíiM ,
ÿêi ¹:

à) òîëåðàíòíèìè;

á) ÷àñòêîâî òîëåðàíòíèìè;

â) åêâiâàëåíòíîñòÿìè;

ã) ÷àñòêîâèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè

âiäíîñíî âiäîìèõ îïåðàöié íàä âiäíîøåííÿìè (äèâ. àíàëîãi÷íó
âïðàâó 250.

266. * Ðîçãëÿíóòè âïðàâó 251 äëÿ òîãî âèïàäêó, êîëè áiíàðíi âiä-
íîøåííÿ ¹:

à) òîëåðàíòíèìè;

á) ÷àñòêîâî òîëåðàíòíèìè;

â) åêâiâàëåíòíîñòÿìè;

ã) ÷àñòêîâèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè.
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267. * Çíàéòè ÷èñëî âñiõ:

à) òîëåðàíòíèõ;

á) ÷àñòêîâî òîëåðàíòíèõ;

â) åêâiâàëåíòíèõ;

ã) ÷àñòêîâî åêâiâàëåíòíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi Mn.

268. * Íåõàé ρ ⊂ X × Y � äîâiëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ, à ερ
df
=

{(x1;x2)|ρ〈x1〉 = ρ〈x2〉 6= ∅〉} ⊂ X ×X � éîãî ÿäðî. Äîâåñòè,
ùî:

à) ερ � ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü, ÿêà ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ ìíî-
æèíè X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè pr1ρ = X;

á) âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X × Y ìà¹ òàêèé êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ó
âèãëÿäi îá'¹äíàíÿ äåêàðòîâèõ äîáóòêiâ ìíîæèí:

ρ =
⋃

A∈pr1ρ/ερ

(A× ρ̆(A));

â) ðîçøèðåíå ÿäðî ε∗ρ
df
= {(x1;x2)|ρ〈x1〉 = ρ〈x2〉} ⊂ X × X

âiäíîøåííÿ ρ ⊂ X × Y ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà X;

ã) ε∗ρ = ρ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ρ ⊂ X ×X ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ
íà X.

269. Íåõàé f(x) � äåÿêèé ôiêñîâàíèé ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè, à εf = {(a; b)|f(a) = f(b) ∧ a, b ∈ R} ⊂ R × R �
áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë. Ïåðåâiðè-
òè, ùî εf � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà R. Âèÿñíèòè, äëÿ
ÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ âñi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ïî εf ìiñòÿòü òî-
÷íî k åëåìåíòiâ, íå áiëüøå k åëåìåíòiâ, äå k ∈ N � ôiêñîâàíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî.

270. Äîñëiäèòè, ÿêi ç íàâåäåíèõ ó âïðàâàõ 248, 261 âiäíîøåíü ¹
ïîðÿäêàìè i ÿêîãî ñàìå âèäó.

271. Ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ ω = {(k; l)|k
...l} íà ìíîæèíi M12 ¹

íåñòðîãèì íåëiíiéíèì ïîðÿäêîì. Âêàçàòè âñi îñîáëèâi åëåìåí-
òè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (M12;ω). Íàìàëþéòå âiäïîâiäíó
äiàãðàìó Õàññå.
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272. Ïîÿñíiòü, ÷îìó â ñêií÷åííié âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi çàâæäè ¹
ìiíiìàëüíi, ìàêñèìàëüíi åëåìåíòè.

273. Íåõàé (Fn;⊂) � âïîðÿäêîâàíà âêëþ÷åííÿì ìíîæèíà âñiõ ïiä-
ìíîæèí ìíîæèíè N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi ìiñòÿòü íå áiëüøå
n ÷èñåë. Çíàéäiòü îñîáëèâi åëåìåíòè öi¹¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè.

274. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíè (P(M);⊂), (N;
...) ¹ òàêèìè âïîðÿäêîâà-

íèìè ìíîæèíàìè, ùî âîíè ¹ ðåøiòêàìè, ïðè÷îìó (P(M);⊂)

� ïîâíà ðåøiòêà, à (N;
...) � íåïîâíà ðåøiòêà.

275. * Çíàéòè êiëüêiñòü âñiõ:

à) ëiíiéíèõ ïîðÿäêiâ íà ìíîæèíi Mn;

á) íåëiíiéíèõ ïîðÿäêiâ íà ìíîæèíi Mn.

276. Äîâåñòè, ùî âïîðÿäêîâàíà âêëþ÷åííÿì ìíîæèíà (ε(M);⊂)
âñiõ åêâiâàëåíòíîñòåé íà ìíîæèíi M ¹ ðåøiòêîþ.

277. ×è ìîæíà äîïîâíèòè íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

à) ρ1 = {(2; 2), (2; 1), (1; 5), (4; 4), (3; 2)};
á) ρ2 = {(1; 3), (3; 2), (3; 5)};
â) ρ3 = {(2; 1), (3; 4), (4; 3)}
äî âiäíîøåííÿ íåëiíiéíîãî ñòðîãîãî ïîðÿäêó, íåëiíiéíîãî íå-
ñòðîãîãî ïîðÿäêó, ëiíiéíîãî ñòðîãîãî ïîðÿäêó, ëiíiéíîãî íå-
ñòðîãîãî ïîðÿäêó íà ìíîæèíi M5?

278. Íàðèñóâàòè äiàãðàìó Õàññå äëÿ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæè-

íè (M ;
...) òà âêàçàòè ¨¨ îñîáëèâi åëåìåíòè, ÿêùî M =

= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 12, 15, 30}.

279. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà (M7;ω) âïîðÿäêîâàíà, âêàçàòè ¨¨ îñî-
áëèâi åëåìåíòè i ïîáóäóâàòè äiàãðàìó Õaññå, ÿêùî ω =

= {(x; y)|x− y > 0 ∧ (x− y)
...2} ⊂M7 ×M7.

280. Âêàçàòè âñi îñîáëèâi åëåìåíòè äëÿ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè
(F ;⊂), äå F � ìíîæèíà âñiõ íåïîðîæíiõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí
ìíîæèíè N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
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281. Íåõàé ω � íåñòðîãèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíiM . Äîâåñòè, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x, y ∈M âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

ω−1〈x〉 = ω−1〈y〉 ⇔ x = y;

ω−1〈x〉 ⊂ ω−1〈y〉 ⇔ (x, y) ∈ ω.

282. * Ïîâíå âiäîáðàæåííÿ f : M −→ M íàçèâà¹òüñÿ içîòîííèì,
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀x, y ∈M)((x; y) ∈ ω → (f(x); f(x)) ∈ ω)

äëÿ âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí (M ;ω), (M ;ω). Çíàéòè ÷èñëî âñiõ
içîòîííèõ âiäîáðàæåíü Mn â Mm äëÿ âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí
(Mn;6), (Mm;6). Äîâåñòè, ùî f � içîòîííå âiäîáðàæåííÿ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè f ◦ ω ◦ f−1 ⊂ ω.

283. * Íàñåëåíèé ïóíêò ðîçáèòèé âóëèöÿìè íà êâàðòàëè. Ñêiëü-
êè iñíó¹ íàéêîðîòøèõ øëÿõiâ, ùîá ç ïóíêòà A äîáðàòèñÿ äî
ïóíêòó B i ïðè öüîìó íåîáõiäíî ïðîéòè m êâàðòàëiâ ïî ãîðè-
çîíòàëi i n êâàðòàëiâ ïî âåðòèêàëi (ìàë. 1.53 íà ñòîðiíöi 289)?

284. Äîñëiäèòè, ÿêi ç íàâåäåíèõ ó âïðàâàõ 248, 261 âiäíîøåíü ¹
êâàçiïîðÿäêàìè, äîìiíóâàííÿìè.

285. Äîñëiäèòè ìíîæèíó âñiõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi M ,
ÿêi ¹:

Ìàë. 1.53.
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à) êâàçiïîðÿäêàìè;

á) äîìiíóâàííÿìè;

â) ïîðÿäêàìè ïåâíîãî âèäó âiäíîñíî âiäîìèõ îïåðàöié íàä âiä-
íîøåííÿìè (äèâ. àíàëîãi÷íó âïðàâó 250).

286. * Çíàéòè ÷èñëî âñiõ:

à) êâàçiïîðÿäêiâ;

á) äîìiíóâàíü;

â)ïîðÿäêiâ ïåâíîãî âèäó íà ìíîæèíi Mn.

287. * Ðîçãëÿíóòè âïðàâó 251 äëÿ òîãî âèïàäêó, êîëè áiíàðíi âiäíî-
øåííÿ ¹: à) êâàçiïîðÿäêàìè; á) äîìiíóâàííÿìè; â) ïîðÿäêàìè
ïåâíîãî âèäó.

288. Íåõàé ρ ⊂ X×Y � äîâiëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ. Âiäíîøåííÿ

ξρ
df
= {(x1;x2)|ρ〈x2〉 ⊂ ρ〈x1〉} ⊂ X × X íàçèâà¹òüñÿ êâàçiÿ�

äðîì âiäíîøåííÿ ρ. Äîâåñòè, ùî:

à) ξρ � êâàçiïîðÿäîê íà X;

á) ξ−1
ρ ⊂ X × X � íàéáiëüøå áiíàðíå âiäíîøåííÿ, ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó ρ ◦ ξ−1
ρ ⊂ ρ;

â) ðåôëåêòèâíiñòü áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ðiâíîñèëüíà òîìó,
ùî âîíî ìiñòèòü ñâî¹ êâàçiÿäðî;

ã) òðàíçèòèâíiñòü áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî
âîíî âêëþ÷à¹òüñÿ â ñâî¹ êâàçiÿäðî;

ä) âiäíîøåííÿ ¹ êâàçiïîðÿäêîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî
ñïiâïàäà¹ çi ñâî¨ì êâàçiÿäðîì.

289. Âèÿñíèòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ âiäíîøåíü ¹ ôóíêöiÿìè (âiäîáðà-
æåííÿìè) i ÿêîãî âèäó, âêàçàòè ¨õ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà çíà-
÷åíü òà ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíi ãðàôiêè:

à) {(x; y)|y = x2} ⊂ N× N;
á) {(x; y)|x < y 6 x+ 1} ⊂ N× N;
â) {(x; y)|y = x3} ⊂ Z× Z;
ã) {(x; y)|y = |x|} ⊂ Z× Z;
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ä) {(x; y)|x = y2} ⊂ Z× Z;

å) {(x; y)|y
...x} ⊂ Z× Z;

¹) {(x; y)|y = 2x+ 1} ⊂ N× N.

290. Ïîêàçàòè, ùî âêàçàíi âiäíîøåííÿ ¹ îáîðîòíèìè ôóíêöiÿìè;
âêàçàòè îáåðíåíi äî íèõ ôóíêöi¨, ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíi ãðà-
ôiêè òà çàïèñàòè ¨õ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà çíà÷åíü:

à) f = {(x; y)|y = 2x+ 1} ⊂ R× R;
á) f = {(x; y)|y = x3} ⊂ R× R;
â) f = {(x; y)|y =

√
4− x ∧ 0 6 x 6 4} ⊂ R× R;

ã) f = {(x; y)|y =
x

x− 1
∧ −2 6 x < 1} ⊂ R× R.

291. Çàäàòè àíàëiòè÷íî ái¹êöiþ ìiæ ìíîæèíàìè:

à) (−∞; 0) i R;
á) Z i 2Z;

â) [0; 3] i [0; 1];

ã) R i (0; +∞);

ä) [2; 3] i [4; 15];

å) N i {−n|n ∈ N};
¹) R i R;
æ) (−2; 2) i R.

292. * Ñêiëüêè iñíó¹:

à) ÷àñòêîâèõ ôóíêöié f ⊂Mn ×Mm;

á) ïîâíèõ ôóíêöié f ⊂Mn ×Mm;

â) ñþð'¹êöié f ⊂Mn
íà−→Mn;

ã) ÷àñòêîâèõ ií'¹êöié f ⊂Mn ×Mm;

ä) ïîâíèõ ií'¹êöié f ⊂Mn ×Mm;

å) ïiäñòàíîâîê f : Mn −→Mn;

¹) ái¹êöié f : Mn
íà−→Mm, äå Mk = {1, 2, ..., k}, k ∈ N?
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293. * Íåõàé f : A −→ B � ïîâíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè A â
ìíîæèíó B. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f∗ : P(A) −→ P(B) i

f∗ : P(B) −→ P(A) òàêi, ùî f∗(X)
df
= f̆(X); f∗(Y )

df
= ˘f−1(Y )

äå X ⊂ A, Y ⊂ B. ßêèì ïîâèííî áóòè âiäîáðàæåííÿ f , ÿêùî
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: à) f∗ ◦ f∗ = ∆P(A); á) f∗ ◦ f∗ = ∆P(B)?

294. Íåõàé f : A
íà−→ B � ñþð'¹êöiÿ. Íà ìíîæèíi A çàäàòè åêâi-

âàëåíòíiñòü ε ⊂ A × A òàêó, ùîá ìiæ ìíîæèíàìè A/ε i B
iñíóâàëà ái¹êöiÿ.

295. * Äîñëiäèòè ìíîæèíó âñiõ êâàçiîäíîçíà÷íèõ i ôóíêöiîíàëü-
íèõ âiäíîøåíü êîæíîãî âèäó çîêðåìà âiäíîñíî âiäîìèõ îïå-
ðàöié íàä âiäíîøåííÿìè (äèâ. àíàëîãi÷íó âïðàâó 250).

296. Ðîçãëÿíóòè âïðàâó 251 äëÿ òîãî âèïàäêó, êîëè áiíàðíèìè âiä-
íîøåííÿ ¹:

à) êâàçiîäíîçíà÷íi;

á) ôóíêöiîíàëüíi êîæíîãî âèäó çîêðåìà.

297. Íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çàäàíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ:

ρ = {(n;m)|m
...n};

σ = {(n;m)|n < m};
τ = {(n;m)|n,m âçà¹ìíî ïðîñòi ìiæ ñîáîþ};
λk = {(n;m)| |m− n| = k ∧ k ∈ N}.
Çíàéòè ρ◦ρ, σ ◦ρ, σ ◦σ, τ ◦ τ , λk ◦ρ, ρ◦λk, λk ◦σ, σ ◦λk, λl ◦λk,
äå k, l ∈ N.
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5.9 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

� 235.

à) α = {(1; 3), (1; 1), (1; 5), (2; 6), (3; 1), (3; 3), (3; 5)}; pr1α =
= {1, 2, 3} = A; pr2α = {1, 3, 5, 6} = B;

β = {(1; 3), (3; 1)}; pr1β = pr2β = {1, 3};
γ = {(1; 1), (1; 3), (2; 1), (2; 3), (3; 1)}; pr1γ = {1, 2, 3} = A; pr2α =

= {1, 3}.
á)

Ìàë. 1.54.

â)

Ìàë. 1.55.

� 236.
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ρ = {(1; 1), (2; 1), (3; 1), (2; 2), (3; 3), (4; 1), (4; 2), (4; 4),

(5; 1), (5; 5), (6; 1), (6; 2), (6; 3), (6; 6),

(7; 1), (7; 7), (8; 1), (8; 2), (8; 4), (8; 8), (9; 1), (9; 3), (9; 9)}.

á)

Ìàë. 1.56.

Ìàë. 1.57.

� 237. à) ρ1 =
”
x 6 0 ∧ y 6 0“; á) ρ2 =

”
xy 6 0“; â) ρ3 =

”
y < 0“.

� 238.
� 239.
ρ2 ◦ ρ1 = {(1; 1), (4; 1), (2; 1), (2; 2), (3; 1), (1; 2)}; pr1(ρ2 ◦ ρ1) =

{1, 2, 3, 4}; pr2(ρ2 ◦ ρ1) = {1, 2}; pr(ρ2 ◦ ρ1) = {1, 2, 3, 4};
ρ1 ◦ ρ2 = {(4; 2), (4; 5), (3; 2), (3; 3), (2; 2), (2; 5), (5; 2), (5; 3)};

pr1(ρ1 ◦ ρ2) = {2, 3, 4, 5}; pr2(ρ1 ◦ ρ2) = {2, 3, 5}; pr(ρ1 ◦ ρ2) =
{2, 3, 4, 5};

ρ1 ◦ ρ1 = {(1; 2), (1; 3), (4; 2), (4; 3), (2; 2), (2; 3), (2; 4), (3; 2)};
pr1(ρ1 ◦ ρ1) = {1, 2, 3, 4}; pr2(ρ1 ◦ ρ1) = {2, 3, 4}; pr(ρ1 ◦ ρ1) =
{1, 2, 3, 4};

ρ2 ◦ ρ−1
1 = {(2; 1), (3; 1), (4; 2)}; pr1(ρ2 ◦ ρ−1

1 ) = {2, 3, 4}; pr2(ρ2 ◦
ρ−1

1 ) = {1, 2}; pr(ρ2 ◦ ρ−1
1 ) = {1, 2, 3, 4};
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Ìàë. 1.58.

ρ2 ◦ ρ−1
2 = {(1; 1), (2; 2)}; pr1(ρ2 ◦ ρ−1

2 ) = pr2(ρ2 ◦ ρ−1
2 ) = pr(ρ2 ◦

◦ ρ−1
2 ) = {1, 2}.
� 240.
(a; b) ∈ ρ3 ◦ ρ3 ⇔ a � äiä b; (a; b) ∈ ρ2 ◦ ρ2 ⇔ a � áàáóñÿ b;
(a1; a2) ∈ ρ−1

1 ◦ ρ1 ⇔ a1 i a2 � ðiäíi áðàòè;
(a1; a2) ∈ ρ−1

3 ◦ ρ2 ⇔ æiíêà a1 i ÷îëîâiê a2,
ÿêi ìàþòü ñïiëüíèõ äiòåé i. ò. ä..
� 241.
ρ =

”
(x − 2)2 + (y − 3)2 = 52“; ρ〈5〉 = {7,−1}; pr1ρ = [−3; 7];

pr2ρ = [−2; 8]; prρ = [−3; 8].
� 242.
ρ−1◦ρ = M9×M9 ={(a; b)|a i b ìàþòü ñïiëüíèé äiëüíèê íà M9};
ρ ◦ ρ−1 ={(a; b)|a i b ìàþòü ñïiëüíå êðàòíå íà M9};
ρ ◦ ρ−1 = (M9 ×M9) \ ρ ◦ ρ−1 =

={(a; b)|a i b íå ìàþòü ñïiëüíüíîãî êðàòíîãî íà M9}.
� 243.
à) pr1ρ = pr2ρ = Q; ρ ◦ ρ = Q×Q; ρ ◦ ρ−1 = ρ−1 ◦ ρ = Q×Q;
á) pr1ρ = pr2ρ = Q; ρ ◦ ρ = {(x; y)|9x 6 4y}; ρ−1 ◦ ρ = ρ ◦ ρ−1 =

= Q×Q.
� 244.
2mn. Âêàçiâêà. Âðàõóâàòè, ùî |A × B| = mn, äå |X| � ÷èñëî

åëåìåíòiâ ìíîæèíè X.
� 246 (ìàë. 1.59).
� 247. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè îçíà÷åííÿ ïðîåêöié òà âëà-

ñòèâîñòi çðiçiâ âiäíîñíî êîìïîçèöi¨ òà îáåðòàííÿ áiíàðíèõ âiäíî-
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Ìàë. 1.59.

øåíü. Íàïðèêëàä, äëÿ á) ìà¹ìî: îñêiëüêè ρ̆(A) = pr2ρ ⊂ B, òî

pr2(ϕ ◦ ρ) =
˘︷ ︸︸ ︷

ϕ ◦ ρ(A) = ϕ̆(ρ̆(A)) = ϕ̆(pr2ρ) ⊂ ϕ(B) = pr2ϕ; òîìó
ñïiââiäíîøåííÿ pr2(ϕ◦ρ) ⊂ pr2ϕ âèêîíó¹òüñÿ; äëÿ â) ìà¹ìî: pr1(ϕ◦

◦ ρ) =
˘︷ ︸︸ ︷

(ϕ ◦ ρ)−1(C) =
˘︷ ︸︸ ︷

(ρ−1 ◦ ϕ−1)(C) = ρ̆−1(ϕ̆−1(C)) = ρ̆−1(pr1ϕ).

� 248.
à) iððåôëåêñèâíå, àñèìåòðè÷íå iíòðàíçèòèâíå;
á) ðåôëåêñèâíå, àíòèñèìåòðè÷íå, çâ'ÿçíå, òðàíçèòèâíå;
â) ðåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâíå;
ã) ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå, òðàíçèòèâíå;
ä) iððåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå, ïîâíå;
å) ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå, òðàíçèòèâíå;
¹) iððåôëåêñèâíå;
æ) ÷àñòêîâî-ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå, òðàíçèòèâíå;
ç) ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå;
è) ñèìåòðè÷íå;
i) iððåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâíå, àñèìåòðè÷íå, çâ'ÿçíå;
¨) ñèìåòðè÷íå, ïîâíå;
é) ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå, òðàíçèòèâíå.
� 249. Âêàçiâêà. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ âïðàâè íåîáõiäíî âî-

ëîäiòè åëåìåíòàìè êîìáiíàòîðèêè, îñêiëüêè çàâäàííÿ âïðàâè çâî-
äÿòüñÿ ÿê ïðàâèëî äî ïiäðàõóíêó ÷èñëà ïiäìíîæèí ç ïåâíèìè âëà-
ñòèâîñòÿìè çàäàíî¨ ìíîæèíè. Íàâåäåìî âiäïîâiäi äî äåÿêèõ çàâ-
äàíü öi¹¨ âïðàâè: à) (2n − 1)2 + 1; á) 2n; â) 2n; ã) (2n − 1)n;

ä) (2n − 1)n; å) (2n − 1)n − (2n−1 − 1)n − 2n
2−1−1
2n−1 ; ¹) 2

n2+n
2 ; æ)
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3
n2−n

2 ; ç) 3
n2−n

2 · 2n; i)
∑n−k
k=0 (Ckn · 3

(n−k)2−(n−k)
2 · 2n−k); è) 3

n2−n
2 · 2n;

é)
∑n
k=1(Ckn · 2k

2−k); ¨) 2n
2−n; ê) 2n

2−n; ë) 1 +
∑[n2 ]
i=1(Cn−2i

n · (2i −

1)!!) = 1 +
∑[n2 ]
i=1

(
Cn−2i
n · (2i−1)!

2i·i!

)
; ì) 2

n2−n
2 ; í)

∑n
k=0

(
Ckn · 2

k2−k
2

)
;

î) (n+ 1)n; ï) (n+ 1)n; ð) nn; ñ)
∑n
i=0((Cin)2 · i!); ò) n!.

� 251.Âêàçiâêà. Äàìî âiäïîâiäü ëèøå äî äåÿêèõ çàâäàíü âïðà-
âè. Íåõàé ρ ⊂ A×A � äîâiëüíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè
ìíîæèíè A. Òîäi ìà¹ìî:

à) pr1ρ× pr2ρ � íàéìåíøå ïðÿìîêóòíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ, ùî
ìiñòèòü ρ, à íàéáiëüøîãî, ùî ìiñòèòüñÿ â ρ, íå iñíó¹;

á) prρ× prρ � íàéìåíøå êâàäðàòíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ, ùî ìi-
ñòèòü ρ, à íàéáiëüøîãî, ùî ìiñòèòüñÿ â ρ íå iñíó¹;

¹) ρ ∪ ρ−1 � íàéìåíøå ñèìåòðè÷íå áiíàðíå âiäíîøåííÿ, ùî ìi-
ñòèòü ρ, à ρ ∩ ρ−1 � íàéáiëüøå, ùî ìiñòèòüñÿ â ρ;

¨) ρ ∪∆A � íàéìåíøå ðåôëåêñèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ, ùî ìi-
ñòèòü ρ, à íàéáiëüøîãî, ùî ìiñòèòüñÿ â ρ, íå iñíó¹.

� 253.
à) òîëåðàíòíèìè ¹: ã), å), ç), é);
á) ÷àñòêîâî òîëåðàíòíèìè ¹: ã), å), æ), ç), é);
å) åêâiâàëåíòíèìè ¹: ã), å), é);
ã) ÷àñòêîâî-åêâiâàëåíòíèìè ¹: ã), å), æ), é);
ôàêòîð ìíîæèíà äëÿ:
ã) {4Z, 4Z + 1, 4Z + 2, 4Z + 3};
å) ìíîæèíà ïiäìíîæèí ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ ìiæ ñîáîþ;
æ) ìíîæèíà ãóðòîæèòêiâ, ó ÿêèõ ïðîæèâàþòü ñòóäåíòè iíñòè-

òóòó;
é) ìíîæèíà ìíîãîêóòíèêiâ ç ðiâíèìè ïëîùàìè.
� 254.
ε ðåôëåêñèâíå, îñêiëüêè m+ n = n+m;
ε ñèìåòðè÷íå, îñêiëüêè ç ðiâíîñòi m + l = n + k ñëiäó¹ ðiâíiñòü

k + n = l +m;
ε òðàíçèòèâíå, îñêiëüêè ç ðiâíîñòåé m+ l = n+ k, k + q = l + p

ñëiäó¹ ðiâíiñòü m+ q = n+ p;
êîæåí ε-êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü ïàðó (m;n), ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàð âèäó

(m + t;n + t), äå t ∈ N � öå âñi ïàðè, ðiçíèöÿ êîìïîíåíò ó ÿêèõ
ñòàëà i ðiâíà n−m.

� 255. 2 âiäêðèòi ïiâïëîùèíè i ïðÿìà, ùî ¨õ ðîçäiëÿ¹.

297



Áiíàðíi âiäíîøåííÿ

� 256. Îòðèìóþòüñÿ 5 êëàñiâ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ:
{2, 7, 12, 17}; {3, 8, 13, 18}; {4, 9, 14, 19}; {5, 10, 15, 20}; {1, 6, 11, 16}.

� 257.

à) íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë: 6,
...;

á) íà ìíîæèíi âñiõ æiíîê:
”
áóòè ñåñòðîþ“;

â) íà ìíîæèíi ñòóäåíòiâ ãðóïè
”
äðóæèòè“;

ã) íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë:
... � ïîäiëüíiñòü.

� 258. Äîñèòü äîâåñòè ðåôëåêñèâíiñòü âêàçàíîãî âiäíîøåííÿ,
ÿêà î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹ ç óìîâè çàâäàííÿ.

� 259.
à) åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi ëþäåé;
á) ÷àñòêîâà åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi âñiõ ëþäåé;
â) åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi ñòóäåíòiâ óíiâåðñèòåòó;
ã) åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi òðèêóòíèêiâ ïëîùèíè;
ä) ñòðîãèé ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;
å) êâàçiïîðÿäîê íà ìíîæèíi ëþäåé.
� 260. Ãðàôiê âiäïîâiäíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïîêàçàíî íà ìàëþí-

êó 1.60.
Ðîçáèòòÿì ìíîæèíè M7 ¹ ìíîæèíà {{2, 7}, {1, 3, 4}, {5, 6}},

îñêiëüêè âñi òðè ïiäìíîæèíè íåïîðîæíi, íå ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñî-
áîþ, à ¨õ îá'¹äíàííÿì ¹ ìíîæèíà M7: {2, 7}∪ {1, 3, 4}∪ {5, 6} = M7.

Ìàë. 1.60.

� 261.
à) ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå, òðàíçèòèâíå;
á) ðåôëåêñèâíå, ïîâíå, îáåðíåíî ïîâíå;
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â) ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå, òðàíçèòèâíå;
ã) ðåôëåêñèâíå, àíòèñèìåòðè÷íå, òðàíçèòèâíå, äîñêîíàëå;
ä) ñèìåòðè÷íå, íåïîâíå;
å) ïîâíå, îáåðíåíî ïîâíå;
¹) ñèìåòðè÷íå, ïîâíå;
æ) iððåôëåêñèâíå, àñèìåòðè÷íå, òðàíçèòèâíå, äîñêîíàëå;
ç) iððåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå, ïîâíå, äîñêîíàëå;
è) ðåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâíå.
� 262. à) òàê; á) íi; â)íi; ã) òàê.
� 263.
à) Íåõàé ε1 ⊂ ε2; âèêîðèñòàâøè îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà

âëàñòèâîñòi áiíàðíèõ âiäíîøåíü, ìà¹ìî:
îñêiëüêè ∆M ⊂ ε1 òî ε2 = ε2 ◦∆M ⊂ ε2 ◦ ε1;
îñêiëüêè ε1 ⊂ ε2, òî ε2 ◦ ε1 ⊂ ε2 ◦ ε2 ⊂ ε2, çâiäêè ìà¹ìî ðiâíiñòü

ε2 ◦ ε1 = ε2;
ÿêùî æ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ε2 ◦ ε1 = ε2, òî â ñèëó âêëþ÷åííÿ

∆M ⊂ ε2 ìà¹ìî ε1 = ∆M ◦ ε1 ⊂ ε2 ◦ ε1 ⊂ ε2, òîáòî ε1 ⊂ ε2.
â) Âêàçiâêà. Ïîêàçàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ε2〈a〉 =

=
⋃
a≡x(ε2) ε1〈x〉, äå a, x ∈M òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ε1 ◦ ε2 = ε2.
� 264. Âèêîðèñòàâøè âëàñòèâîñòi áiíàðíèõ âiäíîøåíü, ìà¹ìî:
à) (ρ−1 ◦ ρ)−1 = ρ−1 ◦ (ρ−1)−1 = ρ−1 ◦ ρ, ïðè÷îìó pr1(ρ−1 ◦ ρ) =

= pr2(ρ−1 ◦ ρ) = pr1ρ, a ∈ pr1ρ ⇒ (∃b ∈ Y )(a; b) ∈ ρ ⇒ (a; a) ∈
∈ ρ−1 ◦ ρ, ùî âêàçó¹ íà òå, ùî ∆pr(ρ−1◦ρ) ⊂ ρ−1 ◦ ρ; òîìó ρ−1 ◦ ρ
� ÷àñòêîâà òîëåðàíòíiñòü; àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî i ρ ◦ ρ−1 �
÷àñòêîâà òîëåðàíòíiñòü;

á) (x1;x2) ∈ ρ−1 ◦ ρ ⇔ (∃y ∈ Y )((x1; y) ∈ ρ ∧ (x2; y) ∈ ρ) ⇔
(x1;x2) ∈

⋃
y∈Y (ρ−1〈y〉 × ρ−1〈y〉), ùî âêàçó¹ íà ðiâíiñòü ρ−1 ◦ ρ =⋃

y∈Y (ρ−1〈y〉 × ρ−1〈y〉); àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ðiâíiñòü ρ × ρ−1 =⋃
x∈X(ρ〈x〉)× ρ〈x〉.
� 266.
a) tρ = ρ ∪ ρ−1 ∪ ∆M � íàéìåíøå òîëåðàíòíå âiäíîøåííÿ, ÿêå

ìiñòèòü âiäíîøåííÿ ρ ⊂ M ×M , à íàéáiëüøîãî, ùî ìiñòèòüñÿ â ρ,
íå iñíó¹;

â) ερ =
⋃
n∈N(ρ ∪ ρ−1)n ∪∆M � íàéìåíøà åêâiâàëåíòíiñòü, ÿêå

ìiñòèòü âiäíîøåííÿ ρ ⊂M ×M , à íàéáiëüøî¨, ùî ìiñòèòüñÿ â ρ, íå
iñíó¹.

� 267.
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à) 2
n2−n

2 ;

á)
∑n
k=0

(
Ckn · 2

k2−k
2

)
;

â)
∑n
k=1

(∑k−1
l=0

(−1)lClk(k−l)n
k!

)
;

ã)
∑n
i=1

∑i
k=1

(∑k−1
l=0

(−1)lClk(k−l)i
k!

)
.

� 268. Âêàçiâêà. Äëÿ äîâåäåííÿ âiäïîâiäíèõ òâåðäæåíü âïðà-
âè íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè âëàñòèâîñòi áiíàðíèõ âiäíîøåíü òà âiäïî-
âiäíi îçíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä, äëÿ à) ìà¹ìî: â ñèëó îçíà÷åíü åêâiâà-
ëåíòíîñòi òà ÷àñòêîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi î÷åâèäíî, ùî ÷àñòêîâà åêâi-
âàëåíòíiñòü ερ ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà ìíîæèíi X òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè pr1ρ = X.

� 269. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà ïåðøîãî ñòåïåíÿ âñi êëàñè åêâiâàëåí-
òíîñòi ìàþòü òî÷íî ïî îäíîìó åëåìåíòó, à äëÿ ìíîãî÷ëåíà k-ãî ñòå-
ïåíÿ � ìîæóòü ìàòè âiä îäíîãî äî k åëåìåíòiâ.

� 270.
Ó âïðàâi 248: á) ëiíiéíèé íåñòðîãèé ïîðÿäîê; i) ëiíiéíèé ñòðîãèé

ïîðÿäîê.
Ó âïðàâi 261: ã) ëiíiéíèé íåñòðîãèé ïîðÿäîê; æ) ëiíiéíèé ñòðî-

ãèé ïîðÿäîê.

� 271. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi
... íà ìíîæèíi N íàòó-

ðàëüíèõ ÷èñåë ¹ íåñòðîãèì ëiíiéíèì ïîðÿäêîì, òî î÷åâèäíî, ùî i
îáìåæåííÿ öüîãî âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M12 ⊂ N òåæ ¹ íåñòðî-
ãèì íåëiíiéíèì ïîðÿäêîì. Ñåðåä îñîáëèâèõ åëåìåíòiâ âïîðÿäêîâà-

íî¨ ìíîæèíè
(
M12;

...
)
¹ òàêi: 1 � íàéáiëüøèé i ìàêñèìàëüíèé åëå-

ìåíò, ÿêèé ¹ òî÷íîþ âåðõíüîþ ãðàííþ; 7, 10, 8, 12, 9, 11 � ìiíiìàëüíi
åëåìåíòè; 83160 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü; 83160 · n, äå n ∈ N � ìiíî-
ðàíòè M12. Âiäïîâiäíà äiàãðàìà Õàññå ìà¹ âèãëÿä, ÿê íà ìàëþíêó
1.61.

� 272. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ìåòîä âiä ñóïðîòèâíîãî.
� 273. ∅ � íàéìåíøèé åëåìåíò; âñi ïiäìíîæèíè, ÿêi ìiñòÿòü n

÷èñåë, ìàêñèìàëüíi; N � òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü.
� 274. Âêàçiâêà. Äëÿ äîâåäåííÿ ñëiä âèêîðèñòàòè âiäïîâiäíi

îçíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä, äëÿ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (N) ;
... ìà¹ìî:

inf(m,n) = ÍÑÊ(m,n); sup(m,n) = ÍÑÄ(m,n).
� 275. à) n!.
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Ìàë. 1.61.

� 276. Âêàçiâêà. Äîâåñòè, ùî inf((εi)i∈I) =
⋂
i∈I εi,

sup((εi)i∈I) =
⋃
n∈N(

⋃
i∈I εi)

n, äå (εi)i∈I � äîâiëüíà ñiì'ÿ åêâiâà-
ëåíòíîñòåé íà ìíîæèíi M , ùî âêàçóâàòèìå íà òå, ùî (ε(M);⊂ ) �
ïîâíà ðåøiòêà.

� 277.
à) ρ1 ìîæíà äîïîâíèòè äî íåñòðîãîãî ÿê ëiíiéíîãî, òàê i íåëi-

íiéíîãî ïîðÿäêiâ;
á) ρ2 ìîæíà äîïîâíèòè ÿê äî ñòðîãîãî, òàê i íåñòðîãîãî íåëiíié-

íîãî òà ëiíiéíîãî ïîðÿäêó;
â) ρ3 íå ìîæíà äîïîâíèòè íi äî ÿêîãî ç âiäíîøåíü ïîðÿäêó,

îñêiëüêè (3; 4), (4; 3) ∈ ρ3.
� 278.
Âiäïîâiäíà äiàãðàìà Õàññå çîáðàæåíà íà ìàëþíêó 1.62.

Îñîáëèâi åëåìåíòè òàêi: 1 � íàéáiëüøèé, ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò,
ÿêèé ¹ òî÷íîþ âåðõíüîþ ãðàííþ Ì; inf(M) = 60 � òî÷íà íèæíÿ
ãðàíü M ; 60n, äå n ∈ N � ìiíîðàíòè M ; 12, 15, 30 � ìiíiìàëüíi
åëåìåíòè.

� 279.
Âiäïîâiäíà äiàãðàìà Õàññå çîáðàæåíà íà ìàëþíêó 1.63.

Î÷åâèäíî, ùî: ω = {(1; 1), (2; 2), ...
..., (7; 7), (3; 1), (5; 1), (7; 1), (4; 2), (6; 2), (5; 3), (7; 3), (6; 4), (7; 5)}; 1, 2
� ìàêñèìàëüíi åëåìåíòè M7; 7, 6 � ìiíiìàëüíi åëåìåíòè M7.

� 280.
Âñi îäíîåëåìåíòíi ïiäìíîæèíè ¹ ìiíiìàëüíèìè; inf(F ) =

= ∅; sup(F ) = N .
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Ìàë. 1.62.

Ìàë. 1.63.

� 281. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè îçíà÷åííÿ íåñòðîãîãî ïîðÿäêó.
� 282. Cnn+m−1. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî içîòîííiñòü f ðiâíî-

ñèëüíà âêëþ÷åííþ f ◦ ω ◦ f−1 ⊂ ω, ñëiä âèêîðèñòàòè âiäïîâiäíi
îçíà÷åííÿ.

� 283. Âêàçiâêà. Ðîçâ'çóâàííÿ âïðàâè çâåñòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè 282.

� 284.
Ó âïðàâi 248 êâàçiïîðÿäêàìè ¹: á), â), ã), å), é), à äîìiíóâàííÿì

¹ i);
ó âïðàâi 261 êâàçiïîðÿäêàìè ¹: à), â), ã), è), à äîìiíóâàííÿì ¹

æ).

� 286. á) 2
n2−n

2 ; â) ëiíiéíèõ ïîðÿäêiâ n!

� 287. a) ∆M ∪n∈N ρn � íàéìåíøèé êâàçiïîðÿäîê, ùî ìiñòèòü
âiäíîøåííÿ ρ ⊂M ×M , à íàéáiëüøîãî, ÿêå ìiñòèòüñÿ â ρ, íå iñíó¹.

� 288. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ òà âëàñòè-
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âîñòi îïåðàöié íàä áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè.
� 289. Ìàëþíîê 1.64:

Ìàë. 1.64.

à), á), â), ¹) � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi ïîâíi ôóíêöi¨;
ã) � ïîâíà íå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ;
ä), å) � âiäíîøåííÿ íå ¹ ôóíêöiÿìè.
� 290. Ìàëþíîê 1.65:
a) ìàëþíîê 1.65 à), D(f) = E(f) = D(f−1) = E(f−1) = R;

f(x) = 2x + 1; f−1(x) = x−1
2 ; î÷åâèäíî, ùî x1 6= x2 ⇔ 2x1 + 1 6=

2x2 + 1, ÷èì i äîâîäèòüñÿ îáîðîòíiñòü ôóíêöi¨;
á) ìàëþíîê 1.65 á), D(f) = E(f) = D(f−1) = E(f−1) = R;

f(x) = x3; f−1(x) = 3
√
x; x1 6= x2 ⇔ x3

1 6= x3
2;

â) ìàëþíîê 1.65 â), D(f) = E(f−1) = [0; 4];D(f−1) = E(f) =

= [0; 2]; f(x) =
√

4− x;

{
f−1(x) = 4− x2;

0 6 x 6 2,
x1 6= x2 ⇔

√
4− x1 6=

6=
√

4− x2;
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Ìàë. 1.65.

ã) ìàëþíîê 1.65 ã), D(f) = E(f−1) = [−2; 1];D(f−1) = E(f) =

= [−∞; 2
3 ];

{
f(x) = x

x−1 ;

−2 6 x < 1,

{
f−1(x) = x

x−1 ;

x 6 2
3 ,

x1 6= x2 ⇔ x1

x1−1 6=

6= x2

x2−1 ; ãðàôiêè ñïiâïàäàþòü íà âiäðiçêó [−2; 2
3 ].

� 291. Âêàçiâêà. Âiäïîâiäü äî âïðàâè ìîæíà âêàçàòè áàãàòüìà
ñïîñîáàìè. Îäèí iç âàðiàíòiâ âiäïîâiäi òàêèé: à) y = ln(−x); á) y =
= 2x; â) y = 1

3x; ã) y = 2x; ä) y = 11x− 18; å) y = −x; ¹) y = 3x+ 5;
æ) y = tg(π4x).

� 292.
a) (m+ 1)n;
á) mn;
â) n!;

ã)
min(m,n)∑
k=1

(
Ckn · k!Ckm

)
.

ä) n!Cnm, ÿêùî n 6 m (â ïðîòèâíîìó âèïàäêó íå iñíó¹);
å) n!;
¹) n!, ÿêùî n = m (â ïðîòèâíîìó âèïàäêó íå iñíó¹).
� 294.
ε = {(a1; a2)|f(a1) = f(a2)}.
� 297. ρ ◦ ρ = ρ; σ ◦ ρ = σ; σ ◦ σ = σ \ {(n;n + 1)|n ∈ N};
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Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ

τ ◦ τ = N ◦N; λk ◦ ρ = {(m;n)|(n± k)
...m}; ρ ◦λk = {(m;n)|n

...(m± k)};
λk ◦ σ = {(m;n)|m < n± k ∧m,n ∈ N}; σ ◦ λk = {(m;n)|m± k < n};
λl ◦ λk = λk+l ∪ λ|l−k| = λk ◦ λl.
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Îði¹íòîâíi çàâäàííÿ

êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè � 1

1. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ôîðìóëà Ψ = x ∨ y ¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ôîð-
ìóëè Φ = (y ∨ z)x.

2. Ñïðîñòèòè ôîðìóëè:
à) Φ = (y ∨ x)→ y ∧ x;
á) Φ = xyz ∨ xy ∨ x;
â) Φ = (x ∨ y ∨ z)(x ∨ yz);
ã) Φ = (y ∨ x)→ yx;
ä) Φ = (bc→ a)(c→ a);
å) Φ = (y → x) ∨ (z → x).

3. Äîâåñòè ðiâíîñèëüíîñòi:
à) a(a ∨ b) ∨ b ≡ b;
á) ab→ c ≡ b→ (a→ c);
â) (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z) ≡ x ∨ y; ã) xyz ∨ xyz ≡ x(y ↔ z).

4. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ôîðìóëà Ψ ¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ôîðìóëè Φ,
ÿêùî:
à) Φ = (y ∨ z)x; Ψ = x ∨ y;
á) Φ = y → z; Ψ = y → x ∨ z;
â) Φ = x ∨ y ∨ z; Ψ = x ∨ zy;
ã) Φ = x ∨ z → y; Ψ = z → y.

5. Ïåðåâiðèòè ðiâíîñèëüíiñòü òà çàïèñàòè äâî¨ñòi íî íèõ:
à) xy ∨ x y ∨ xy ≡ x ∨ y;
á) ab ∨ ac ∨ a bc ∨ ab ≡ a ∨ c.
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6. Ïåðåâiðèòè ðiâíîñòi òà çàïèñàòè äâî¨ñòi íî íèõ:
à) ((X

′ ∩ Y ′) ∩ (X
′ ∪ Y ′))′ = X ∪ Y ;

á) (X ∩ Y ∩ Z) ∪ (X
′ ∩ Y ∩ Z) ∪ Y ′ ∪ Z ′ = U .

7. Äîâåñòè ðiâíiñòü X ∪ (X ∪X ′)′ = X ∪Y òà ïðîiëþñòðóâàòè íà
äiàãðàìàõ Âåííà-Åéëåðà.

8. Ïåðåâiðèòè ðiâíîñòi òà ïðîiëþñòðóâàòè ¨õ íà äiàãðàìi Âåííà-
Åéëåðà:
à) A ∪ (A ∪B′)′ = A;
á) X \ (X \ Y ) = X ∩ Y ;
â) (A ∩B′) ∪ (B ∩A) = A;
ã) X(Y − Z) = XY −XZ.

9. Ñïðîñòèòè òåîðåòèêî-ìíîæèííèé âèðàç A(B ∪ C) ∪ ABC òà
ïðîiëþñòðóâàòè íà äiàãðàìi Âåííà-Åéëåðà.

10. Çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íî¨ ñèìâîëiêè çàïèñàòè âèñëîâëåííÿ òà ¨õ
çàïåðå÷åííÿ i âñòàíîâèòè ¨õ iñòèííîñíi çíà÷åííÿ
à)

”
Íå iñíó¹ íàéáiëüøîãî öiëîãî âiä'¹ìíîãî ÷èñëà“;

á)
”
Iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî x, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

x2 − 2 = 0“;
â)

”
Íå iñíó¹ íàéáiëüøîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà“;

ã)
”
Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà çíàéäåòüñÿ ìåíøå çà

íüîãî íàòóðàëüíå ÷èñëî“.

11. Çàïèñàòè ñèìâîëi÷íî âèñëîâëåííÿ
”
Äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷è-

ñëî, ÿêå áiëüøå îäèíèöi, äiëèòüñÿ íà ïðîñòå ÷èñëî“.

12. Çàïèñàòè íà åëåìåíòàðíié ìîâi òà íà ìîâi áiíàðíèõ âiäíîøåíü
òâåðäæåííÿ

”
Áiíàðíå âiäíîøåííÿ α ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè

M àíòèñèìåòðè÷íå“.

13. Íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi 0xy çîáðàçèòè îáëàñòi âèçíà÷åííÿ
òà iñòèííîñòi òàêèõ ïðåäèêàòiâ ç äiéñíèìè çìiííèìè x, y:
à) x2 + y2 = 4→ xy 6 0;
á)
√
xy < 1 ∧ x2 + y2 > 4;

â) 2x+ 2y > 6→ xy > 0;
ã) x− y 6 2↔ xy 6 0.
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14. Íà ìíîæèíi M5 çàäàíî áiíàðíå âiäíîøåííÿ α =
= {(5; 1), (5; 2), (5; 3), (2; 3)}, âèêîíàòè íàñòóïíi çàâäàííÿ:
à) çíàéòè éîãî ïðîåêöi¨ pr1α, pr2α, prα;
á) âñòàíîâèòè, ÿêîãî âèäó ïîðÿäîê âîíî çàäà¹ íà ìíîæèíiM5,
âêàçàòè îñîáëèâi åëåìåíòè íà prα òà íàìàëþâàòè âiäïîâiäíó
äiàãðàìó Õàññå;
â) ç'ÿñóâàòè, ÷è öå âiäíîøåííÿ α, à ÷è éîãî îáåðòàííÿ ¹
ôóíêöiîíàëüíèì.
ã) Äîñëiäèòè, ÷è áóäóòü åêâiâàëåíòíîñòÿìè àáî ÷àñòêîâèì
åêâiâàëåíòíîñòÿìè äîáóòêè α−1 ◦ α, α ◦ α−1;

15. Ïîêàçàòè, ùî M = {{1, 2}, {3, 4}, {5}} ¹ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè
M5, çàäàòè âiäïîâiäíó åêâiâàëåíòíiñòü òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðà-
ôiê.

16. Íàìàëþâàòè äiàãðàìó Õàññå äëÿ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè(
M12 \M2;

...
)
òà âêàçàòè ¨õ îñîáëèâi åëåìåíòè.

17. Äîâåñòè, ùî çàäàíi âiäíîøåííÿ ¹ îáîðîòíèìè ôóíêöiÿìè, íà-
ìàëþâàòè ãðàôiêè öèõ ôóíêöié òà îáåðíåíèõ çà íèõ i âêàçàòè
¨õ îáëàñòi çàäàííÿ òà çíà÷åíü:
à) f = {(x; y)|y =

√
x− 2 ∧ x 6 11};

á) f = {(x; y)|y = x−1
x ∧ 0 6 x 6 4};

â) f = {(x; y)|y = 2x− x2| ∧ 2 6 x 6 4}.
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� ñòðîãèé, 223

Ïðåäèêàò, 115
Ïðåäèêàò

� âèêîíóâàíèé, 121
� äâîìiñíèé, 115
� íåéòðàëüíèé, 121
� òîòîæíî iñòèííèé, 121
� òîòîæíî õèáíèé, 121
� òðüîõìiñíèé, 115

Ïðåäèêàòà
� çàïåðå÷åííÿ, 125
� ëîãi÷íèé íàñëiäîê, 116
� îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, 119
� îáëàñòü iñòèííîñòi, 120

Ïðåäèêàòè

� ðiâíîñèëüíi, 118
Ïðåäèêàòiâ

� äèç'þíêöiÿ, 124
� åêâiâàëåíöiÿ, 125
� iìïëiêàöiÿ, 125
� êîí'þíêöiÿ, 124

Ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi, 34

Ðîçáèòòÿ ìíîæèíè, 212

Ñåãìåíò, 230
Ñèìâîë Ëóêàñåâè÷à, 45
Ñïðÿæåíiñòü iìïëiêàöié, 57
Ñóñiäíi åëåìåíòè, 230
Ñþð'¹êöiÿ, 242
Ñþð'¹êöiÿ

� êàíîíi÷íà, 257
� ïðèðîäíà, 257

Òàáëèöÿ iñòèííîñòi, 24
Òàâòîëîãi¨, 50
Òåîðåìà, 54

� êðèòåðiàëüíà, 60
Òåîðåìà

� ïðîñòà, 55
� ñêëàäíà, 55

Òåîðåìè
� âèñíîâîê, 61
� óìîâà, 61

Ôàêòîð-ìíîæèíà, 213
Ôîðìóëè ëîãi÷íi, 23
Ôîðìóëè ëîãi÷íi

� âèêîíóâàíi, 28
� íåéòðàëüíi, 27
� ðiâíîñèëüíi, 25
� òàâòîëîãi¨, 27
� òîòîæíî õèáíi, 27

Ôóíêöi¨
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� ðiâíi, 241
Ôóíêöi¨ ÿäðî, 255
Ôóíêöiÿ, 239, 240
Ôóíêöiÿ

� áóëüîâà, 119
� ïîâíà, 241
� ïðåäèêàòíà, 118
� ÷àñòêîâà, 241
� ÷èñëîâà, 242

Øòðèõ Øåôôåðà, 44
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Ôîðìàò 60× 84/16. Óìîâí. äðóê 20,62 àðê.
Äðóê ðiçîãðàôíèé. Òèðàæ 300 ïðèìiðíèêiâ

Ïàïið îôñåòíèé. Çàì. � 2077

Äðóê ÒÎÂ ôiðìà
”
Ïëàíåð“

ì. Âiííèöÿ, âóë. Âèçâîëåííÿ, 2
òåë. (0432)52-08-64, 52-08-65

www.planer.com.ua, sale@planer.com.ua
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